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Resumen
El presente trabajo de Tesis aborda el problema de la caracterizacio´n del flujo de agua
en medios porosos heteroge´neos mediante el uso de me´todos nume´ricos y soluciones
anal´ıticas. En primer lugar, se propone un experimento nume´rico que simula las te´cnicas
de laboratorio usualmente empleadas para la obtencio´n experimental de las relaciones
constitutivas. Con este fin se resuelve la ecuacio´n de flujo no saturado en estado esta-
cionario en dominios bidimensionales y tridimensionales considerando campos de con-
ductividad hidra´ulica altamente heteroge´neos. La linealizacio´n del problema se realiza
mediante un esquema de Picard y la aproximacio´n nume´rica mediante me´todos h´ıbridos
mixtos de elementos finitos. Este procedimiento nume´rico es utilizado para obtener
para´metros hidra´ulicos efectivos y relaciones constitutivas de rocas fracturadas y rocas
heteroge´neas con distinto grado de correlacio´n espacial. Se presenta adema´s un ana´lisis
comparativo de las diferencias que surgen al representar las heterogeneidades en dos y tres
dimensiones. La caracterizacio´n hidra´ulica de rocas fracturadas tambie´n es abordada me-
diante modelos anal´ıticos. Utilizando conceptos de geometr´ıa fractal para representar la
red de fracturas se derivan dos modelos constitutivos con expresiones anal´ıticas cerradas
para una y dos fases (agua y aire). Las expresiones anal´ıticas son analizadas en te´rminos
de los para´metros involucrados, y validadas mediante su ajuste con datos experimentales
y valores obtenidos con el experimento nume´rico descrito anteriormente. Por u´ltimo, se
analiza el efecto de la heterogeneidad de la conductividad hidra´ulica a escala de campo
en acu´ıferos costeros afectados por la marea. Para ello se derivan soluciones anal´ıticas
exactas y aproximadas que permiten estimar las fluctuaciones inducidas en pozos para el
caso de heterogeneidades lineales de la conductividad hidra´ulica. Las nuevas soluciones
anal´ıticas son comparadas con la correspondiente a un acu´ıfero homoge´neo y utilizadas
para estimar para´metros hidra´ulicos a partir de datos experimentales disponibles en la
literatura.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
1.1 Generalidades
A pesar de los avances logrados en los u´ltimos an˜os, la caracterizacio´n hidra´ulica precisa
del subsuelo continu´a siendo un desaf´ıo para investigadores de distintas disciplinas, como
la hidrolog´ıa, la geof´ısica, las ciencias del suelo y la ingenier´ıa ambiental. La razo´n
principal es la gran complejidad de los procesos involucrados y las heterogeneidades
presentes a distintas escalas, las cuales demandan estudios con un alto grado de detalle a
fin de garantizar una descripcio´n hidra´ulica satisfactoria. Entre los numerosos problemas
que requieren una caracterizacio´n hidra´ulica precisa se destacan la contaminacio´n de
acu´ıferos por causas naturales y antro´picas, el manejo de recursos limitados de agua
en zonas a´ridas, la sobreexplotacio´n de acu´ıferos costeros y la bu´squeda de repositorios
seguros tanto para el almacenamiento de residuos nucleares como para el secuestro de
dio´xido de carbono.
En te´rminos generales la caracterizacio´n hidra´ulica del subsuelo consiste en la des-
cripcio´n cualitativa y cuantitativa del flujo de agua a trave´s de un medio poroso. Una
de las herramientas ma´s potentes para avanzar en el conocimiento teo´rico y pra´ctico de
este proceso es la simulacio´n computacional. Si los resultados obtenidos a partir de la
simulacio´n computacional se complementan con modelos teo´ricos anal´ıticos, es posible
realizar un estudio detallado de la dina´mica del flujo y de los distintos factores que la
controlan. No obstante ello, para garantizar la validez de los modelos y predicciones
nume´ricas los mismos deben cotejarse con datos experimentales, los cuales no siempre
esta´n disponibles.
En la mayor´ıa de los estudios del flujo de agua en medios porosos total o parcialmente
saturados se utiliza la aproximacio´n del continuo. Para el caso de saturacio´n parcial, el
flujo de agua se suele describir mediante la ecuacio´n de Richards [84]. Esta ecuacio´n es
altamente no lineal y para resolverla es necesario contar con relaciones constitutivas que
vinculen la conductividad hidra´ulica, la saturacio´n de agua y la altura de presio´n.
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La conductividad hidra´ulica es el para´metro que reviste mayor importancia pues con-
trola la velocidad de transporte de los fluidos en el medio poroso. Adema´s de ser funcio´n
de las caracter´ısticas litolo´gicas, texturales y granulome´tricas del medio, la conductividad
hidra´ulica depende fuertemente del grado de saturacio´n de agua. Desafortunadamente,
la determinacio´n experimental de este para´metro es una tarea dif´ıcil y costosa. En el
caso particular de medios porosos heteroge´neos (como suelos con macroporos o rocas
fracturadas) los datos experimentales son pra´cticamente inexistentes, por lo que suelen
utilizarse modelos teo´ricos [103].
Una alternativa a la medicio´n directa es la utilizacio´n de procedimientos nume´ricos
que simulen las pruebas de laboratorio para determinar las relaciones constitutivas [25,
51, 59]. De esta manera, si se ha caracterizado adecuadamente al medio poroso (tanto
desde el punto de vista geome´trico como f´ısico) la simulacio´n computacional del flujo de
agua nos permitira´ obtener las relaciones constitutivas, como as´ı tambie´n estudiar su de-
pendencia con los para´metros f´ısicos del medio. Esta metodolog´ıa es particularmente u´til
al tratar con medios porosos altamente heteroge´neos, donde la conductividad hidra´ulica
suele registrar variaciones de gran magnitud.
Otra alternativa a la medicio´n directa es el uso de modelos constitutivos anal´ıticos.
Estos modelos consisten en expresiones anal´ıticas cerradas que permiten describir en
forma continua las curvas de saturacio´n y conductividad hidra´ulica en funcio´n de la altura
de presio´n. Los modelos constitutivos ma´s utilizados son los de van Genuchten [108],
Brooks-Corey [13] y Gardner-Russo [35, 89].
La curva de conductividad hidra´ulica suele estimarse a partir de la curva de satu-
racio´n, que en la mayor´ıa de los casos puede obtenerse sin dificultad mediante ensayos
de laboratorio [108]. Durante las u´ltimas seis de´cadas se han presentado numerosas
fo´rmulas predictivas que permiten obtener la curva de conductividad hidra´ulica a par-
tir de la curva de saturacio´n. A esta categor´ıa pertenecen las fo´rmulas propuestas por
Burdine [15] y Mualem [73], que han sido desarrolladas para el flujo no saturado de agua
en rocas sedimentarias cla´sticas (medios porosos granulares). La aplicabilidad de estas
fo´rmulas no puede en principio extenderse a medios porosos heteroge´neos, dado que han
sido concebidas bajo la hipo´tesis de homogeneidad de los medios que representan.
Las rocas fracturadas pueden considerarse como un tipo particular de medio poroso
heteroge´neo. Su estudio se ha convertido en un campo de activa investigacio´n en los
u´ltimos 25 an˜os, motivado principalmente por la bu´squeda de sitios para repositorios de
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desechos nucleares y ma´s recientemente para el secuestro de dio´xido de carbono [10, 11,
5]. Por otra parte, en muchos sistemas acu´ıferos confinados, como el Guaran´ı, las rocas
fracturadas participan en la recarga en forma indirecta [85, 37], por lo que resulta de
intere´s modelar en forma adecuada el flujo de agua en este tipo de medio. Finalmente se
menciona un tema de gran intere´s actual que es la fracturacio´n hidra´ulica de reservorios no
convencionales de hidrocarburos. Esta te´cnica consiste en la fracturacio´n de la roca madre
mediante la inyeccio´n de grandes volu´menes de agua con el fin de aumentar localmente
la permeabilidad de la roca y permitir una mayor produccio´n de hidrocarburos [114].
Esta te´cnica esta´ siendo utilizada en nuestro pa´ıs en la formacio´n Vaca Muerta, la cual
es considerada uno de los mayores reservorios no convencionales del planeta.
Cuando se utiliza la aproximacio´n del continuo, la roca fracturada es considerada
un medio continuo equivalente, caracterizado por un modelo constitutivo especialmente
disen˜ado para este tipo de roca. Para describir una roca fracturada se suele suponer que
la misma esta´ constituida por una matriz homoge´nea de baja o nula permeabilidad, con
una red de fracturas interconectadas. Las fracturas se conceptualizan como un medio
poroso de alta permeabilidad, cuya distribucio´n espacial y propiedades geome´tricas se
suponen conocidas.
Los modelos constitutivos para rocas fracturadas son muy escasos, y algunos de ellos
se basan en fo´rmulas predictivas cla´sicas. Entre ellos podemos mencionar los modelos de
Liu y Bodvarsson [59], Guarracino [39] y Guarracino y Quintana [42], los cuales utilizan
la fo´rmula predictiva de Burdine con diferentes expresiones anal´ıticas para la curva de
saturacio´n.
A escala de campo las heterogeneidades espaciales de la conductividad hidra´ulica
tambie´n suelen tener un efecto significativo sobre el patro´n de flujo de las aguas sub-
terra´neas. Es por esta razo´n que se dedican enormes esfuerzos a la determinacio´n de la
conductividad hidra´ulica a esta escala, como as´ı tambie´n al disen˜o de modelos teo´ricos
que permitan explicar dichas heterogeneidades y predecir sus efectos.
Dentro de los numerosos problemas en los que los acu´ıferos esta´n afectados por hetero-
geneidades a escala de campo, centraremos la atencio´n en los acu´ıferos costeros. Dichos
sistemas han sido objeto de estudios minuciosos por parte de los especialistas de diver-
sas a´reas. Las enormes inversiones que suelen destinarse al estudio y caracterizacio´n
de los acu´ıferos costeros tienen como objetivo principal garantizar la sustentabilidad del
recurso ante la intrusio´n marina. Una caracter´ıstica particular de los acu´ıferos costeros
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es que suelen estar afectados por el efecto de la marea. En los pozos costeros de aguas
subterra´neas se observa una marea inducida que en los u´ltimos an˜os ha conducido al
desarrollo de un me´todo espec´ıfico que permite estimar los para´metros hidra´ulicos del
acu´ıfero. Este me´todo, denominado me´todo de marea inducida, constituye una alterna-
tiva a los cla´sicos ensayos de bombeo que no siempre son factibles de realizar cerca de la
costa.
Desde los an˜os 50 se ha presentado un gran nu´mero de expresiones anal´ıticas cuyo
objeto es describir la interaccio´n, inducida por la marea, entre el mar y el agua sub-
terra´nea. Jacob [44] y Ferris [30] fueron los primeros en obtener una expresio´n anal´ıtica
para un acu´ıfero confinado y homoge´neo. Debido a su simplicidad, dicha expresio´n fue
ampliamente utilizada para estimar la conductividad hidra´ulica en acu´ıferos costeros.
Entre los numerosos trabajos que utilizan esta expresio´n se destacan los de Carr y van
der Kamp [18], Drogue et al. [27], Erskine [29] y Millham y Howes [64].
Ma´s recientemente se han propuesto soluciones anal´ıticas ma´s complejas con el pro-
po´sito de considerar efectos que hasta entonces no se hab´ıan tenido en cuenta, tales como
el goteo, el almacenamiento, el efecto de carga en acu´ıferos submarinos y la presencia de
heterogeneidades de la conductividad hidra´ulica. Este u´ltimo efecto ha sido considerado
por muy pocos autores, a pesar de que la mayor´ıa de los acu´ıferos costeros presentan
heterogeneidad y anisotrop´ıa en sus propiedades hidra´ulicas [54, 101].
En l´ıneas generales el objetivo principal del presente trabajo de Tesis consiste en
el ana´lisis del efecto que produce la presencia de heterogeneidades en la conductividad
hidra´ulica sobre el flujo de agua en condiciones de saturacio´n parcial y total. Con este
propo´sito se desarrollan e implementan experimentos nume´ricos en dominios bidimien-
sionales y tridimensionales capaces de caracterizar medios heteroge´neos y de simular
condiciones similares a las que se suele someter a las muestras de roca en laboratorios
especializados. En este ana´lisis se presta particular atencio´n a las rocas fracturadas, para
las cuales se desarrollan modelos constitutivos teo´ricos para el flujo en condiciones de
saturacio´n parcial, los cuales son validados con datos experimentales y nume´ricos. Por
u´ltimo se analiza a escala de campo el efecto de las heterogeneidades de la conductividad
hidra´ulica sobre el flujo inducido por la marea en acu´ıferos costeros. A tal fin se propone
para la conductividad hidra´ulica un modelo de variacio´n lineal con la distancia a la costa
y se obtienen soluciones anal´ıticas que permiten analizar y cuantificar su efecto.
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1.2 Descripcio´n de los contenidos
Teniendo en cuenta los objetivos planteados y las tareas propuestas, la presentacio´n de
los contenidos del trabajo de Tesis ha sido estructurada en siete Cap´ıtulos.
En el Cap´ıtulo 2 se presentan los fundamentos teo´ricos del flujo en medios porosos
bajo la aproximacio´n del continuo. Se introduce el concepto de relacio´n constitutiva y
se realiza una breve resen˜a de los me´todos para su determinacio´n experimental. Luego
se presentan las fo´rmulas predictivas y modelos constitutivos cla´sicos desarrollados para
medios porosos homoge´neos. Por u´ltimo se plantea el problema de la obtencio´n de rela-
ciones constitutivas para medios porosos heteroge´neos, centrando la atencio´n al caso
particular de las rocas fracturadas.
En el Cap´ıtulo 3 se presenta un me´todo nume´rico para el ca´lculo de relaciones cons-
titutivas en muestras sinte´ticas bidimensionales de rocas. El me´todo se basa en la si-
mulacio´n de un experimento de laboratorio, para lo cual es necesario resolver la ecuacio´n
de Richards en estado estacionario con condiciones de borde apropiadas. Se propone un
me´todo mixto de elementos finitos para la resolucio´n del problema en muestras hete-
roge´neas generales. Finalmente, se presentan ejemplos ilustrativos de la aplicacio´n del
me´todo a la caracterizacio´n hidra´ulica de rocas fracturadas y al ana´lisis del compor-
tamiento de la llamada permeabilidad s´ısmica.
La implementacio´n tridimensional del me´todo nume´rico para el ca´lculo de relaciones
constitutivas se presenta en el Cap´ıtulo 4. El algoritmo para la resolucio´n nume´rica del
problema se detalla en el Ape´ndice A. La aplicacio´n del me´todo se ilustra con el ca´lculo
de las relaciones constitutivas en una muestra tridimensional de roca fracturada. Por
u´ltimo se incluye un estudio comparativo de la conductividad hidra´ulica efectiva estimada
mediante simulaciones en 2 y 3 dimensiones en rocas que presentan heterogeneidades de
tipo lognormal en la conductividad hidra´ulica.
En el Cap´ıtulo 5 se presentan dos modelos constitutivos anal´ıticos disen˜ados para
describir el flujo bifa´sico (aire y agua) y el flujo monofa´sico (agua) en rocas fracturadas.
Se propone un modelo conceptual de tipo fractal para la representacio´n de la red de
fracturas y se plantean las hipo´tesis y las leyes f´ısicas que se asumen en la derivacio´n de
las expresiones anal´ıticas. La validacio´n de los modelos propuestos se realiza mediante la
comparacio´n con modelos existentes, datos experimentales y las relaciones constitutivas
simuladas en los Cap´ıtulos 3 y 4.
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En el Cap´ıtulo 6 se presenta la derivacio´n de dos soluciones anal´ıticas (una exacta y
otra aproximada) para modelar la respuesta hidra´ulica inducida por marea en acu´ıferos
costeros heteroge´neos. Se considera un modelo simplificado para la representacio´n del
acu´ıfero y se asume una heterogeneidad de tipo lineal para la conductividad hidra´ulica.
El efecto de la heterogeneidad se evalu´a mediante el ana´lisis de la respuesta espacial
y temporal del acu´ıfero ante las fluctuaciones inducidas por marea. Para finalizar, la
solucio´n anal´ıtica exacta es utilizada para estimar la conductividad hidra´ulica en un caso
real a partir del me´todo de marea inducida.
Finalmente, en el Cap´ıtulo 7 se presentan las conclusiones del trabajo de Tesis.
Cap´ıtulo 2
Relaciones constitutivas para flujo no saturado
En este Cap´ıtulo se presenta una s´ıntesis de los fundamentos teo´ricos a partir de los cuales
se desarrolla gran parte de esta Tesis. Se introducen los conceptos de medio continuo
y de volumen representativo elemental (REV1) y se definen las variables macrosco´picas
y las leyes f´ısicas que gobiernan el feno´meno del flujo en medios porosos no saturados.
Esto nos lleva a la definicio´n de las relaciones constitutivas, las cuales son indispensables
para la caracterizacio´n completa de un medio poroso desde el punto de vista hidra´ulico.
Se presentan algunos de los me´todos experimentales de laboratorio para la estimacio´n
de las relaciones constitutivas, y se realiza una resen˜a de las fo´rmulas predictivas y de
los modelos anal´ıticos cla´sicos desarrollados para medios porosos homoge´neos. Los con-
tenidos del presente Cap´ıtulo son el resultado de una recopilacio´n bibliogra´fica de textos
cla´sicos y publicaciones actuales.
2.1 Aproximacio´n del continuo
En esta seccio´n se introduce el concepto de medio continuo (o aproximacio´n del continuo)
aplicado al estudio del flujo de agua en medios porosos total o parcialmente saturados.
Esta aproximacio´n prescinde de la descripcio´n exacta de la geometr´ıa interna del medio
poroso, lo que permite abordar problemas de intere´s hidrogeof´ısico.
2.1.1 Descripcio´n molecular y descripcio´n continua de un fluido
Un fluido esta´ constituido por un gran nu´mero de mole´culas, movie´ndose unas respecto
de otras, chocando entre s´ı e intercambiando energ´ıa y cantidad de movimiento. La f´ısica
cla´sica cuenta con herramientas suficientes para describir en forma completa este tipo de
sistemas. Bastar´ıa con conocer las posiciones, momentos iniciales y las fuerzas actuantes
sobre cada mole´cula para determinar su evolucio´n futura. Sin embargo esta tarea no
es simple, au´n con la disponibilidad actual de computadoras de alta velocidad y gran
1del ingle´s Representative Elementary Volume.
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capacidad de ca´lculo.
Como alternativa a esta descripcio´n molecular es posible adoptar una aproximacio´n
diferente, de naturaleza estad´ıstica, para obtener informacio´n acerca de un sistema com-
puesto por un gran nu´mero de mole´culas. Para tal sistema, la meca´nica estad´ıstica
permite determinar sus propiedades f´ısicas a partir de las leyes de movimiento de las
part´ıculas individuales. La aplicacio´n de estas herramientas estad´ısticas nos permitir´ıa
pasar de una escala molecular de estudio a la escala continua, de la misma manera en que
en la teor´ıa cine´tica de los gases las variables meca´nicas del movimiento de las mole´culas
de un gas, como por ejemplo cantidad de movimiento y energ´ıa cine´tica, se traducen
a variables estad´ısticas como presio´n y temperatura. A esta aproximacio´n estad´ıstica
se la denomina aproximacio´n del continuo [7]. Al igual que en la descripcio´n molecu-
lar, la aproximacio´n del continuo requiere del concepto de part´ıcula. En este caso, una
part´ıcula de fluido esta´ constituida por un ensamble de muchas mole´culas contenidas en
un volumen pequen˜o. Su taman˜o debe ser mayor que el camino libre medio de una u´nica
mole´cula, pero lo suficientemente pequen˜o en comparacio´n con el dominio fluido con-
siderado, de modo que promediando las propiedades del fluido y del movimiento de las
mole´culas contenidas en dicho volumen, puedan obtenerse valores medios representativos.
Estos valores quedan asociados a un u´nico punto del dominio, coincidente con el centro
del volumen considerado, que se denomina centroide [7]. Luego, todo punto del dominio
ocupado por un fluido posee propiedades cinema´ticas y dina´micas caracter´ısticas.
Al introducir el concepto de part´ıcula queda impl´ıcita la existencia de un volumen
V asociado a ella. La densidad del fluido que ocupa tal volumen es el cociente entre la
masa m del fluido y dicho volumen. Sin embargo, el valor de la densidad calculado de
esta manera no sera´ independiente del volumen de la part´ıcula fluida.
Siguiendo a Prandtl y Teitjens [81], consideremos un punto P del fluido, y sea mi la
masa del fluido en un volumen representativo Vi tal que P sea su centroide. La densidad
media ρi del fluido es ρi = mi/Vi. Supongamos que realizamos este ca´lculo para una
secuencia de volu´menes progresivamente ma´s chicos V1 > V2 > V3.... Los resultados de
este ca´lculo teo´rico podr´ıan representarse por la gra´fica esquema´tica de la Fig. 2.1.
Si comenzamos el ana´lisis con un V1 suficientemente grande, se observara´n cambios
graduales en la densidad media, especialmente si el fluido es inhomoge´neo. Las fluc-
tuaciones en torno de ρi disminuyen a medida que Vi se hace ma´s pequen˜o. Luego, a
medida que Vi converge sobre P se observa un rango en el que no ocurren cambios de
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Figura 2.1: Curva teo´rica de densidad en funcio´n del volumen para un medio fluido
(adaptada de [7]).
ρi con Vi, que se mantiene hasta cierto valor VR. Sin embargo, a medida que Vi se hace
ma´s pequen˜o (Vi < VR), el cociente mi/Vi comienza a ser apreciablemente afectado.
Esto ocurre cuando la longitud caracter´ıstica de Vi se hace del orden de magnitud de la
distancia media entre las mole´culas (camino libre medio de las mole´culas). A medida
que Vi → 0 se observan fluctuaciones muy bruscas en mi/Vi y la definicio´n de ρi pierde
significado. Luego, la densidad del fluido en P se puede definir como:
ρ(P ) = lim
Vi→VR
ρi = lim
Vi→VR
mi
Vi
. (2.1)
El volumen representativo VR es llamado punto f´ısico (o punto material) del fluido
en el punto matema´tico P , y puede ahora ser identificado como el volumen de una
part´ıcula en P. Mediante este procedimiento, un material constituido por un conjunto de
mole´culas en un vac´ıo es reemplazado por un continuo que ocupa y llena todo el espacio.
Obtenemos un medio f´ısico suave, llamado fluido, para cada punto del cual esta´ definida
una densidad continua ρ(x, y, z). En el caso de tratar con un fluido homoge´neo, ρ(x, y, z)
sera´ una funcio´n constante, mientras que si el fluido es inhomoge´neo, la misma registrara´
cambios ma´s o menos suaves dependiendo del grado de inhomogeneidad.
Knudsen [50] define un nu´mero adimensional Kn = λ/L (llamado usualmente nu´mero
de Knudsen) donde λ es la distancia media entre mole´culas y L la longitud caracter´ıstica
donde no ocurren cambios macrosco´picos de la densidad. Cuando Kn < 0.01 el fluido
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puede considerarse como un continuo para el cual pueden aplicarse las condiciones de
medio continuo (por ejemplo, en la forma de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales). Este nu´mero entonces establece los l´ımites para VR. Cuando Kn ≃ 1 tenemos un
re´gimen de flujo cao´tico, y cuando Kn > 1 tenemos un flujo molecular libre o flujo de
Knudsen.
La aproximacio´n continua nos ha permitido pasar del nivel molecular al tratamiento
continuo de feno´menos f´ısicos que involucran a los fluidos. Recordemos que se ha tratado
con fluidos u´nicamente y que au´n no hemos puesto atencio´n al medio en el cual estos
fluyen. Tenemos entonces un medio continuo (el fluido) limitado por superficies so´lidas
(las superficies so´lidas del medio poroso). En cada punto (dentro del medio fluido)
podemos definir las propiedades dina´micas y cinema´ticas de la part´ıcula utilizando la
aproximacio´n del continuo. Para poder resolver el problema del flujo a este nivel o escala
de observacio´n, es preciso resolver las ecuaciones de Navier-Stokes [13]. De ser esto
posible, dispondr´ıamos de una descripcio´n a escala microsco´pica del flujo del fluido en
el medio poroso. Sin embargo, para resolver estas ecuaciones es necesario contar con
condiciones de borde para la velocidad del fluido en la interfase fluido-so´lido. Esto es
pra´cticamente imposible, excepto en casos especialmente simples, como por ejemplo un
medio conceptual compuesto de tubos capilares rectos. Adema´s, no es fa´cil definir las
condiciones de borde puesto que ser´ıa preciso describir con exactitud la geometr´ıa interna
del medio poroso. Consecuentemente, cualquier intento por resolver el problema de flujo
a escala microsco´pica queda pra´cticamente descartado.
De lo expuesto se puede concluir que la manera obvia de sortear estas dificultades es
pasar a una escala mayor de promediacio´n (nivel macrosco´pico o escala macrosco´pica).
Esto es nuevamente una aproximacio´n continua, pero a una escala mayor que la estable-
cida para el fluido. En lo que sigue trataremos con la aproximacio´n macrosco´pica de la
dina´mica de fluidos en medios porosos.
2.1.2 Porosidad y Volumen Representativo Elemental
En la seccio´n anterior hemos visto que los conceptos de part´ıcula (o punto f´ısico) y
de volumen sobre el cual las propiedades f´ısicas son promediadas, son esenciales para
comprender el concepto de medio continuo. Esto tambie´n es cierto en lo referente al paso
del nivel microsco´pico al macrosco´pico. Nuestra tarea es entonces, determinar el taman˜o
del volumen representativo de un medio poroso en torno de un punto P . Sabemos que
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este volumen deber´ıa ser mucho ma´s pequen˜o que la escala del problema, puesto que de
otro modo la promediacio´n resultante no representar´ıa lo que ocurre en P . Por otro lado
debe ser suficientemente mayor al taman˜o de un poro de manera que incluya un nu´mero
de poros tal que la promediacio´n estad´ıstica sea representativa del medio poroso.
Cuando el medio poroso es inhomoge´neo, es decir, con porosidad variable en el espacio,
el l´ımite superior para la dimensio´n espacial del volumen representativo debe ser una
longitud caracter´ıstica que indique el rango dentro del cual los cambios de porosidad
tienen lugar. El l´ımite inferior casi siempre esta´ relacionado con el taman˜o de los poros
o de los granos.
Definimos entonces lo que se entiende por porosidad volume´trica y por volumen repre-
sentativo elemental (REV) asociado a dicha porosidad, siguiendo el mismo procedimiento
que se describio´ anteriormente para definir la densidad del fluido. Para definir el REV
utilizamos el concepto de porosidad, ya que se trata de una propiedad ba´sica de una
matriz porosa. Notar que en cierto sentido, la porosidad es el equivalente a la densidad
(masa por unidad de volumen).
Sea P un punto matema´tico dentro del dominio ocupado por el medio poroso. Con-
sideremos un volumen Vi (supongamos, por ejemplo, que tiene la forma de una esfera)
de dimensiones mucho mayores que las de un u´nico grano o poro, para el cual P es el
centroide. Para este volumen se determina el siguiente cociente:
φi = φi(Vi) = (Vp)i/Vi, (2.2)
donde (Vp)i es el volumen del espacio poral dentro de Vi. Repitiendo el mismo proce-
dimiento, puede obtenerse una secuencia de valores φi (i = 1, 2, 3, ...) a partir de la
disminucio´n del taman˜o de Vi en torno de P . La Fig. 2.2 muestra en forma esquema´tica el
resultado de este ca´lculo. Para valores grandes de Vi, la razo´n φi podra´ atravesar cambios
graduales a medida que el volumen disminuye, especialmente cuando el dominio conside-
rado es inhomoge´neo. Debajo de un cierto valor de Vi, estos cambios o fluctuaciones
tienden a decaer, presentando solo pequen˜as variaciones que se deben a la distribucio´n
aleatoria de taman˜os porales en las vecindades de P . Sin embargo, para valores de Vi
inferiores a cierto valor V ∗ se observan bruscas fluctuaciones en el valor de φi. Esto ocurre
cuando las dimensiones del volumen se aproximan a las dimensiones porales. Finalmente,
cuando Vi → 0 convergiendo al punto matema´tico P , φi se convertira´ en 1 o 0 dependiendo
de si P esta´ dentro de un poro o dentro de la matriz so´lida del medio.
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Figura 2.2: Curva teo´rica de porosidad en funcio´n del volumen para un medio poroso
(adaptada de [7]).
La porosidad volume´trica φ(P ) del medio en el punto P esta´ definida como el l´ımite
de la razo´n φi cuando Vi → V ∗:
φ = lim
Vi→V ∗
φi = lim
Vi→V ∗
(Vp)i
Vi
. (2.3)
Para valores de Vi < V
∗, debemos considerar la presencia de poros y part´ıculas
so´lidas; en este rango no hay un valor que represente la porosidad en P . El volumen
V ∗ es entonces el Volumen Representativo Elemental (REV) del punto f´ısico o material
del medio poroso en el punto matema´tico P , que por simplicidad lo designaremos con la
letra V .
En s´ıntesis, introduciendo el concepto de porosidad y la definicio´n de REV, hemos
reemplazado el medio real por un medio continuo ficticio, para el cual podemos asignar
valores de cualquier propiedad media (ya sea del medio o de los fluidos que llenan el
espacio poral) a un punto matema´tico del espacio ocupado por dicho medio.
2.2 Variables macrosco´picas
Para describir el flujo de agua bajo la aproximacio´n del continuo, adema´s de la porosidad
del REV definida anteriormente, resulta necesario definir otras variables macrosco´picas
que junto con esta caracterizan por completo el feno´meno. Estas variables no solo repre-
sentan propiedades intr´ınsecas del medio poroso, sino que tambie´n describen la interac-
cio´n de este con los fluidos que ocupan los espacios porales.
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Para introducir las variables consideremos un volumen representativo elemental de
medio poroso V :
V = Vs + Vp, (2.4)
siendo Vs y Vp los volu´menes de la matriz so´lida y de los poros, respectivamente. Si se
supone que el espacio poral esta´ completamente ocupado por agua y aire, valdra´:
Vp = Vw + Va, (2.5)
donde Vw y Va son los volu´menes de agua y aire, respectivamente
2.
La saturacio´n (o grado de saturacio´n) de un fluido se define como la fraccio´n de
volumen de poros que esta´ ocupado por dicho fluido. En el caso de un medio parcialmente
saturado definimos entonces las saturaciones de agua Sw y de aire Sa como:
Sw =
Vw
Vp
, Sa =
Va
Vp
, (2.6)
de modo que
Sw + Sa = 1. (2.7)
De acuerdo con (2.6), Sw y Sa pueden tomar cualquier valor en el intervalo [0, 1]. Sin
embargo, en medios porosos reales este intervalo es ma´s acotado. Se ha comprobado
experimentalmente que no es posible extraer de una dada muestra todo su contenido de
agua. Esto puede deberse al bloqueo de los canales de flujo o a una fuerte adsorcio´n de
la fase so´lida. Por esta razo´n la saturacio´n de agua resulta siempre mayor o igual que un
valor mı´nimo Sw,r, llamado saturacio´n residual de agua. Asimismo, no es posible que el
volumen poral completo este´ ocupado por la fase l´ıquida, puesto que existe una pequen˜a
fraccio´n de aire que permanece entrampada y no puede ser desplazada por el agua. Este
hecho impone un l´ımite superior Sw,s, llamado satruracio´n ma´xima de agua. Luego, el
rango de variacio´n de Sw puede expresarse del siguiente modo:
0 < Sw,r ≤ Sw ≤ Sw,s < 1. (2.8)
Por razones pra´cticas se suele utilizar la saturacio´n efectiva de agua Se,w, la cual se define
del siguiente modo:
Se,w =
Sw − Sw,r
Sw,s − Sw,r . (2.9)
2Se utilizara´n los sub´ındices w y a del ingle´s water y air, respectivamente.
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Como se desprende de la ecuacio´n anterior, Se,w esta´ limitada al intervalo [0, 1] para
valores de Sw en el intervalo [Sw,r, Sw,s].
La saturacio´n efectiva de aire Se,a se obtiene a partir de Sa siguiendo un razonamiento
ana´logo. Definiendo la saturacio´n residual de aire Sa,r = 1−Sw,s y la saturacio´n ma´xima
de aire Sa,s = 1− Sw,r, se tiene:
Se,a =
Sa − Sa,r
Sa,s − Sa,r . (2.10)
A partir de las ecuaciones (2.9) y (2.10), y en virtud de (2.7) se obtiene:
Se,w + Se,a = 1. (2.11)
Dado que las ecuaciones (2.7) y (2.11) nos permiten vincular las saturaciones de ambas
fases, especificar el valor de una de ellas es suficiente para conocer el estado de humedad
del medio. Por conveniencia se eligen los valores de saturacio´n de agua Sw y Se,w. De
aqu´ı en adelante, y para simplificar la notacio´n, se utilizara´ el te´rmino saturacio´n para
hacer referencia a la saturacio´n de agua Sw y se designara´ con la letra S. Del mismo
modo utilizaremos el te´rmino saturacio´n efectiva para referirnos a la saturacio´n efectiva
de agua, y la denotaremos simplemente como Se. No obstante ello, en el Cap´ıtulo 5
haremos uso de las saturaciones de agua y aire para derivar un modelo anal´ıtico para la
descripcio´n del flujo bifa´sico en rocas fracturadas.
El flujo simulta´neo de agua y aire puede en principio ocurrir para cualquier valor de
saturacio´n efectiva. Sin embargo, tanto el flujo de agua como el de aire a trave´s de una
muestra se establece a partir de ciertos valores umbrales de la saturacio´n efectiva. En
un experimento de drenaje una muestra completamente saturada (Se = 1) comienza a
desaturarse mediante la inyeccio´n progresiva de aire. La saturacio´n disminuye a causa
del agua desplazada por el aire. No obstante el flujo de aire a trave´s de la muestra no
comienza a desarrollarse hasta tanto el volumen de aire inyectado sea suficiente como para
que se formen canales interconectados de aire que atraviecen la muestra. La saturacio´n
efectiva para la cual comienza a desarrollarse el flujo de aire se denomina saturacio´n
efectiva de emergencia para el flujo de aire Se,0,a. Para todo valor Se < Se,0,a el aire
puede fluir a trave´s de la muestra. Por su parte, el flujo de agua puede tener lugar para
cualquier valor de Se en un experiento de drenaje. El experimento mediante el cual una
muestra completamente desaturada (Se = 0) comienza a llenarse con agua se denomina
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imbibicio´n. Al igual que ocurre en el drenaje, existe un valor Se,0,w por debajo del cual
el agua no logra formar canales de interconeccio´n que permitan el desarrollo del flujo
de agua a trave´s de la muestra. Al valor de saturacio´n efectiva Se,0,w se lo denomina
saturacio´n efectiva de emergencia para el flujo de agua. Para todo valor de Se > Se,0,w
el agua puede fluir a trave´s de la muestra. El flujo de aire puede tener lugar para todo
valor de Se durante un experimento de imbibicio´n [98, 28].
Otra de las variables comu´nmente usadas en hidrolog´ıa (y otras ciencias vinculadas)
para cuantificar el contenido de humedad del suelo es el contenido volume´trico de agua
θ. Esta variable se define como la fraccio´n total del volumen de suelo que esta´ ocupada
por agua, esto es:
θ =
Vw
V
. (2.12)
La relacio´n entre la saturacio´n S y el contenido volume´trico θ es:
θ =
Vw
V
=
Vp
V
Vw
Vp
= φS, (2.13)
siendo φ la porosidad, definida en la seccio´n anterior. Teniendo en cuenta la relacio´n
(2.13), el rango de variacio´n de θ puede establecerse del siguiente modo:
θr ≤ θ ≤ θs, (2.14)
siendo θr = φSr el contenido residual de agua y θs = φSs el contenido ma´ximo de agua
dentro del REV.
En muchos casos resulta u´til expresar el estado de humedad en te´rminos del contenido
efectivo de agua θe, cuyo valor nume´rico es igual a la saturacio´n efectiva Se:
θe =
θ − θr
θs − θr =
S − Sr
Ss − Sr = Se, (2.15)
siendo sus rangos de variacio´n 0 ≤ θe, Se ≤ 1.
Las ecuaciones que describen el flujo de agua suelen expresarse en te´rminos de la
altura hidra´ulica H. Esta altura se obtiene al considerar la ecuacio´n de Bernoulli en un
fluido no viscoso e incompresible sobre el que solo actu´a la fuerza de gravedad. La altura
hidra´ulica H en un punto P (x, y, z) situado en un sistema de referencia arbitrario cuyo
eje de coordenadas z coincide con la direccio´n de la gravedad y su sentido es positivo
hacia arriba, se define como [63]:
H = hp + hu + z, (2.16)
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donde
hp =
pw
ρg
= altura de presio´n, (2.17)
hu =
u2
2g
= altura de velocidad, (2.18)
siendo pw la presio´n del agua, ρ su densidad, g la aceleracio´n de la gravedad y u la
velocidad del fluido. Al igual que en la Ecuacio´n de Bernoulli, cada uno de los te´rminos
de la ecuacio´n (2.16) puede ser interpretado en te´rminos de energ´ıa.
Teniendo en cuenta que las velocidades dentro de un medio poroso son en general
muy bajas se suele desestimar el te´rmino de velocidad hu y considerar la altura hidra´ulica
simplemente como:
H = h+ z, (2.19)
donde se ha utilizado el s´ımbolo h para simplificar la notacio´n de la altura de presio´n hp.
Otra de las variables que se utiliza con frecuencia, tanto en la pra´ctica como en
desarrollos teo´ricos, es la presio´n capilar pc. Si bien su definicio´n tiene origen en el estudio
a escala microsco´pica, puede asimismo interpretarse como una cantidad macrosco´pica.
En un medio parcialmente saturado, la interfase aire-agua constituye una discontinuidad
de presio´n. La presio´n del aire pa es superior a la presio´n de agua pw, y la magnitud de
la curvatura de la interfase resulta proporcional a la diferencia entre estas presiones. Se
define entonces la presio´n capilar pc como:
pc = pa − pw. (2.20)
La relacio´n entre pc y la curvatura de la interfase aire-agua se determina planteando el
equilibrio dina´mico en un a´rea elemental en torno de un punto situado en dicha interfase
(ver Fig. 2.3). Si r′ y r′′ son los radios principales de curvatura de la superficie, se obtiene
la siguiente relacio´n [63]:
pc = σwa
(
1
r′
+
1
r′′
)
=
2σwa
r
, (2.21)
donde r es el radio de curvatura medio de la superficie y σwa es la tensio´n superficial. Esta
u´ltima se define como la cantidad de trabajo necesaria para separar un a´rea unitaria de
la interfase de los dos fluidos. La ecuacio´n (2.21) es conocida como Ecuacio´n de Laplace
para la presio´n capilar [7].
Aunque las magnitudes que intervienen en la ecuaciones (2.20) y (2.21) han sido
definidas a partir de conceptos f´ısicos aplicables a escala microsco´pica, suelen utilizarse
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Figura 2.3: Curvatura de la interfase aire-agua.
como cantidades macrosco´picas representativas de un dado volumen de medio poroso.
Esto significa que podr´ıan obtenerse a partir de promediar sus valores sobre todo el volu-
men considerado. Sin embargo, dada la extrema complejidad de la geometr´ıa interna de
un medio poroso, resulta imposible determinar estas variables a partir de mediciones di-
rectas. En su lugar se suelen adoptar modelos conceptuales simplificados para representar
la geometr´ıa interna del espacio poral. Un ejemplo t´ıpico, muy utilizado en desarrollos
teo´ricos, es el tubo capilar recto, para el cual la presio´n capilar verifica:
pc =
2σcos(β)
r
, (2.22)
donde β es el a´ngulo de contacto entre la interfase agua-aire y las paredes del tubo, r es
el radio del tubo y σ es la tensio´n superficial entre el agua y el material del tubo.
Cuando se estudia el flujo no saturado de agua, suele suponerse que el aire se encuentra
a presio´n constante. Si se toma como presio´n de referencia a la presio´n de aire pa y se le
asigna el valor cero, de la ecuacio´n (2.20) se tiene que:
pw = pa − pc = −pc. (2.23)
En este caso la presio´n de agua pw es negativa y es por eso que se la suele denominar
tensio´n o succio´n. Como consecuencia, la altura de presio´n h tambie´n sera´ negativa
(ver ecuacio´n (2.17)) y puede interpretarse como la altura de agua que absorbe el medio
poroso en el punto P cuando es utilizado un tensio´metro para su medicio´n. En cambio,
si el punto P esta´ situado en un medio completamente saturado, la presio´n de agua pw se
considera positiva y h representa la altura de la columna de agua sobre el punto P que
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se observar´ıa al utilizar un piezo´metro. En este caso se suele denominar a h como altura
piezome´trica.
Resta definir una variable ma´s, la conductividad hidra´ulica, la cual fue originalmente
introducida por Darcy en su ley emp´ırica (ley de Darcy) va´lida para medios porosos sa-
turados. Posteriormente Buckingham [14] propuso una ley ma´s generalizada que rige para
medios porosos parcialmente saturados. Lo que hoy se conoce como ley de Buckingham-
Darcy fue formalizada por Richards [84].
2.3 Ley de flujo de Buckingham-Darcy
Para enunciar la ley de flujo de Buckingham-Darcy introduciremos una nueva variable
macrosco´pica, el vector flujo de agua q. Este vector se define como la velocidad de flujo
por unidad de a´rea, siendo sus unidades longitud por unidad de tiempo (volumen por
unidad de a´rea y unidad de tiempo). La ley de flujo de Buckingham-Darcy en te´rminos
de h se expresa [14, 84]:
q = −K(h).∇(h+ z), (2.24)
donde K(h) es el tensor de conductividad hidra´ulica, cuyas unidades son las mismas que
las de q. La expresio´n de la ley es ana´loga a la ley de Darcy, con la salvedad de que K
es una funcio´n de h. La conductividad hidra´ulica suele expresarse como:
K(h) =KsKr(h), (2.25)
donde Ks es la conductividad hidra´ulica saturada y Kr(h) (adimensional) es la con-
ductividad hidra´ulica relativa, funcio´n que depende del estado de saturacio´n y de las
propiedades f´ısicas del medio poroso. La funcio´n Kr(h) es positiva y alcanza su valor
ma´ximo Kr(h) = 1 cuando el medio esta´ saturado, es decir para valores positivos de h.
En este u´ltimo caso la ecuacio´n (2.24) coincide con la ley de Darcy. En muchos traba-
jos aplicados al caso saturado suele ser comu´n utilizar la permeabilidad κ, la cual esta´
definida en te´rminos de Ks como:
κ =
µKs
ρg
(2.26)
donde µ es la viscosidad del agua. La permeabilidad es una medida de la capacidad del
medio para transmitir fluido, depende de las propiedades f´ısicas del medio poroso pero
es independiente del fluido saturante. Por esta razo´n se la suele llamar permeabilidad
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intr´ınseca. La permeabilidad tiene unidades de longitud al cuadrado, y suele expresarse
en Darcy (1D ≃ 10−12m2).
En este trabajo trataremos con medios iso´tropos, por lo que la conductividad hidra´uli-
ca podra´ caracterizarse por una magnitud escalar K. La misma podra´ variar punto a
punto en los medios que se estudien, pero la direccio´n del flujo sera´ la correspondiente al
gradiente de h+ z. En este caso, la ecuacio´n (2.24) podra´ expresarse:
q = −K(h)∇(h+ z) = −KsKr(h)∇(h+ z). (2.27)
Vale aclarar que la ley de flujo de Buckingham-Darcy es va´lida siempre y cuando el
flujo pueda considerarse laminar. Esto suele establecerse mediante el nu´mero de Reynolds
Re, definido como [7]:
Re =
qρd
µ
, (2.28)
donde d es una longitud caracter´ıstica asociada generalmente al dia´metro medio de los
granos que conforman el medio poroso. La ley de Buckingham-Darcy es va´lida para
valores de Re inferiores a un valor promedio comprendido entre 1 y 10, lo cual suele
verificarse en casi la totalidad de las aplicaciones al estudio del flujo en medios porosos.
2.3.1 Flujo bifa´sico
La ley de Buckingham-Darcy (2.27) puede generalizarse al estudio del flujo inmiscible de
agua y aire. En este caso, el flujo de cada fase estara´ regido por una ley ana´loga que
suele expresarse en te´rminos de la permeabilidad, la viscosidad y la presio´n del fluido:
qα = −κα(pα)
µα
∇ (pα + ραgz) , α = w, a (2.29)
donde el sub´ındice α refiere a la fase considerada. La magnitud κα es la permeabilidad
de la fase α, y depende de la presio´n del fluido. La permeabilidad relativa de la fase α se
define en te´rminos de la permeabilidad como:
κr,α(pα) = κα(pα)/κ. (2.30)
Estas definiciones sera´n utilizadas en el Cap´ıtulo 5 para derivar un modelo constitutivo
bifa´sico para rocas fracturadas.
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2.4 Ecuacio´n de Richards
La ecuacio´n que gobierna el flujo de agua en un medio poroso de saturacio´n variable bajo
la hipo´tesis de que el fluido que ocupa el espacio poral es bifa´sico (aire y agua) y que
la presio´n del aire permanece constante e igual a la presio´n atmosfe´rica, es la ecuacio´n
de Richards [84]. El hecho de que la presio´n del aire permanezca constante hace que
el problema se centre exclusivamente en la fase l´ıquida. Al flujo de agua bajo estas
condiciones se lo denomina flujo no saturado.
La ecuacio´n de Richards se obtiene de combinar la ecuacio´n de conservacio´n de la
masa de agua con la ley de Buckingham-Darcy (2.24):
∂θ(h)
∂t
−∇.(K(h)∇(h+ z)) = F (h). (2.31)
Esta ecuacio´n es va´lida siempre y cuando el medio poroso pueda considerarse inde-
formable y la densidad del agua constante. Estas condiciones se verifican en la mayor´ıa
de las aplicaciones al estudio del flujo no saturado. En el Cap´ıtulo 6 se abordara´ el
problema del flujo en un acu´ıfero confinado. Como se vera´, es necesario asumir que el
medio puede deformarse como respuesta a las variaciones de presio´n de agua.
El te´rmino F (h) de la ecuacio´n (2.31) representa una fuente o sumidero de agua. Este
te´rmino tiene en cuenta el aporte o extraccio´n externo de agua al medio poroso. En los
casos estudiados en esta Tesis no existira´ tal tipo de aporte/extraccio´n de fluido, con lo
cual F (h) = 0. Vale sin embargo aclarar a t´ıtulo informativo que en numerosos casos en
que la ecuacio´n de Richards es aplicable, suelen intervenir fuentes o sumideros de agua.
Un ejemplo t´ıpico es el caso en que se quiere modelar el flujo de agua en un suelo en el
que existen pe´rdidas de agua por transpiracio´n de las plantas [22].
Para resolver la ecuacio´n (2.31) es necesario conocer la dependencia funcional de θ
y K con la altura de presio´n h. Las relaciones θ(h) y K(h) son las llamadas relaciones
constitutivas y son caracter´ısticas distintivas de cada tipo de medio poroso. En la seccio´n
siguiente se hara´ una breve descripcio´n de las te´cnicas experimentales de laboratorio para
la determinacio´n de θ(h) y K(h).
2.5 Determinacio´n experimental de las relaciones constitutivas
Como ya se ha mencionado, para modelar el flujo no saturado en un medio poroso se
debe resolver la ecuacio´n (2.31), para lo cual es indispensable conocer las relaciones
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Figura 2.4: Principio de medicio´n en laboratorio del contenido de agua en funcio´n de la
altura de presio´n.
constitutivas θ(h) y K(h) del medio considerado. Tanto θ(h) como K(h) pueden medirse
mediante experimentos de laboratorio realizados sobre muestras representativas de rocas.
Con el propo´sito de comprender los principios de medicio´n de las relaciones constitutivas,
en esta seccio´n se presentara´n los me´todos cla´sicos para su determinacio´n experimental.
2.5.1 Determinacio´n de la curva de contenido de agua
La Fig. 2.4 esquematiza un procedimiento de laboratorio utilizado para medir el contenido
de agua para un determinado valor de altura de presio´n h [31]. Una muestra de roca
completamente saturada se coloca sobre una placa porosa en el interior de un recipiente
impermeable. La placa porosa se encuentra saturada y esta´ conectada mediante un tubo
flexible con una columna de agua que termina en un tubo graduado. El tubo flexible
permite cambiar la posicio´n del tubo graduado para disminuir la altura de presio´n de agua
(aumentar su valor absoluto). Cuando la altura de presio´n se hace ma´s negativa, el agua
drena desde la muestra, y la cantidad es medida en el tubo una vez alcanzado el equilibrio.
Debe tenerse el recaudo de evitar la evaporacio´n del agua, ya sea desde la muestra como
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desde el tubo, de lo contrario deber´ıa considerarse un sumidero externo F (h). Con
el objeto de obtener una curva de contenido de agua, se debe realizar un nu´mero de
observaciones a alturas de presio´n progresivamente ma´s negativas. Sin embargo existe un
l´ımite pra´ctico ma´s alla´ del cual la placa porosa no puede soportar mayores incrementos
de tensio´n. Para algunas muestras este l´ımite coincide aproximadamente con el valor
respecto del cual un posterior aumento de h no drena ma´s agua hacia el exterior de la
misma, l´ımite que suele llamarse de secado. Para medios en los que el l´ımite de secado
esta´ en el rango de -300 a -15000 cm de agua, se suele utilizar una placa de presio´n.
En este caso, la muestra es colocada sobre una placa porosa saturada y a su vez en una
ca´mara de presio´n. La presio´n por debajo de la placa es mantenida constante e igual a
la presio´n atmosfe´rica, y la presio´n sobre la placa porosa puede variarse entre 0.3 atm
(-300 cm de agua) y 15 atm (-15000 cm de agua). La presio´n a trave´s de la muestra hace
que el agua fluya, pasando por la placa porosa y almacena´ndose en un recipiente que se
encuentra por debajo de la ca´mara de presio´n.
2.5.2 Determinacio´n de la curva de conductividad hidra´ulica
Un dispositivo t´ıpico utilizado en la medicio´n de la conductividad hidra´ulica se muestra en
forma esquema´tica en la Fig. 2.5 [49]. Para realizar la medicio´n es necesario establecer
sobre la muestra un flujo estacionario. La muestra se situ´a en el interior de un reci-
piente impermeable entre dos placas porosas. La utilizacio´n de reservorios de nivel fijo
permite que se desarrolle el flujo de agua a trave´s de la muestra, manteniendo constantes
los valores de altura hidra´ulica en ambos extremos (H1 y H2). Los tensio´metros T1 y
T2 permiten medir la diferencia de altura de presio´n entre dos puntos separados una
distancia L. A partir de la ley de Buckingham-Darcy aplicada al caso de flujo vertical
(unidimensional) es posible plantear la siguiente relacio´n:
K(h) =
q
(H3 −H4) /L, (2.32)
donde q es el flujo a trave´s de la muestra y H3 y H4 son las alturas hidra´ulicas en los
tensio´metros T1 y T2, respectivamente. El valor de K dado por la ecuacio´n (2.32) se
corresponde con la altura de presio´n media h definida por [49]:
h = ρ1
m
ρ
+
h3 + h4
2
, (2.33)
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Figura 2.5: Diagrama del dispositivo de medicio´n de K(h) mediante el me´todo de flujo
estacionario (adaptada de [7]).
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siendo ρ1
ρ
m la presio´n del aire (expresada como una columna de agua de longitud m), y ρ1
y ρ las densidades del fluido del mano´metro M y del agua, respectivamente. El grado de
saturacio´n de la muestra puede cambiarse sometie´ndola a una presio´n de aire controlada
(mayor a la atmosfe´rica) que puede establecerse en te´rminos de la altura m medida en
el mano´metro. Comenzando las mediciones cerca de la saturacio´n y estableciendo un
nu´mero de flujos estacionarios es posible obtener pares de valores K y h, completando
de esta manera la determinacio´n de la conductividad hidra´ulica para el rango de alturas
de presio´n abarcado por el experimento.
Los experimentos presentados en esta seccio´n son solo algunos de lo procedimien-
tos cla´sicos para la determinacio´n de las relaciones constitutivas en muestras de roca.
Aunque en la actualidad existen dispositivos ma´s complejos que permiten obtener medi-
ciones ma´s confiables, los dispositivos descritos son suficientes para comprender los fun-
damentos f´ısicos sobre los cuales se basan las mediciones de las relaciones constitutivas.
En particular, el dispositivo presentado para la medicio´n de K(h) establece los principios
para el disen˜o de experimentos nume´ricos, como veremos en el Cap´ıtulo 3.
Por u´ltimo, cabe resaltar que la determinacio´n de la conductividad hidra´ulica es
siempre ma´s dificultosa que la determinacio´n del contenido de agua ya que presenta
grandes limitaciones pra´cticas. Por ello, disponer de datos experimentales de conduc-
tividad hidra´ulica es poco frecuente en la mayor´ıa de los casos. Una manera de resolver
este inconveniente consiste en estimar la conductividad hidra´ulica a partir de los datos
obtenidos para la curva de contenido de agua mediante fo´rmulas predictivas, como se
vera´ en la seccio´n siguiente.
2.6 Fo´rmulas predictivas y modelos constitutivos
Como alternativa a la medicio´n directa de la conductividad hidra´ulica se han desarrollado
me´todos indirectos basados en relaciones entre la saturacio´n y la presio´n capilar o entre
la saturacio´n y la distribucio´n del taman˜o poral. Estos me´todos asumen un modelo
conceptual de medio poroso para el cual el flujo puede determinarse de manera exacta.
En lo que sigue se describira´n las fo´rmulas de Burdine [15] y de Mualem [73]. Ambas
fo´rmulas han sido utilizadas ampliamente en el desarrollo de modelos constitutivos para
medios porosos.
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Figura 2.6: Modelo de tubos capilares rectos (a) y geometr´ıa poral de los modelos de
Burdine (b) y Mualem (c).
2.6.1 Fo´rmula de Burdine
El desarrollo que se presenta a continuacio´n sigue las ideas del trabajo de Wyllie y
Gardner [111]. Si bien el mismo permite arribar a la fo´rmula de Burdine, su deduccio´n
matema´tica es diferente a la presentada originalmente por este u´ltimo [7] .
El modelo conceptual supone que la muestra de roca esta´ inicialmente compuesta
por un conjunto de tubos capilares rectos de seccio´n circular, como se muestra en la
Fig. 2.6 (a). Los radios de los tubos esta´n comprendidos en el rango r1 < r < r2, y
su distribucio´n esta´ dada por una funcio´n f(r) tal que f(r)dr representa el nu´mero de
tubos cuyos radios se encuentran en el intervalo (r, r + dr). Segu´n la definicio´n de f , la
porosidad φ de la muestra puede calcularse como:
φ =
1
A
∫ r2
r1
pir2f(r)dr, (2.34)
siendo A el a´rea de la muestra, transversal a la direccio´n del flujo q (ver Fig. 2.6 (a)).
Para que el modelo de tubos capilares representado en la Fig. 2.6 (a) sea ma´s realista,
se procede a cortar la muestra en placas delgadas de espesor ∆x, transversales a la
direccio´n de flujo. En cada una de las placas se reordenan los segmentos de tubos capilares
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de manera aleatoria, para luego ensamblar la muestra, dando como resultado arreglos ma´s
complejos, como el que se muestra en la Fig. 2.6 (b). Suponiendo que la presio´n capilar
pc es constante en todas las placas (y por lo tanto en la muestra) se asume que el agua
ocupa todos los tubos de radio menor o igual que un valor r′ definido por:
r′ = 2σ/pc, (2.35)
mientras que todos los tubos de radio mayor que r′ se encuentran ocupados por aire. Con
este criterio de ocupacio´n, la saturacio´n efectiva S ′e = Se(r
′) vendra´ dada por:
S ′e =
∫ r′
r1
pir2f(r)dr∫ r2
r1
pir2f(r)dr
. (2.36)
No´tese que las ecuaciones (2.35) y (2.36) establecen una relacio´n funcional entre la presio´n
capilar y la saturacio´n efectiva.
Diferenciando (2.36) respecto de r′ y utilizando (2.34) obtenemos la siguiente ecuacio´n
que nos sera´ de utilidad:
dSe(r) =
pir2f(r)dr
φA
. (2.37)
Conside´rese un punto cualquiera en la interfase entre dos placas cont´ıguas. Si el punto
se encuentra situado en un lugar del espacio ocupado por agua en una de las placas, la
probabilidad de que dicho punto verifique lo propio en la placa contigua es φS ′e. Luego,
el a´rea comu´n a un u´nico tubo de radio r en una placa, y todos los tubos llenos de agua
en la placa cont´ıgua viene dada por pir2φS ′e. Para calcular el flujo a trave´s de dos placas
sucesivas se considera entonces que cada tubo de seccio´n pir2 en una de las placas se
conecta con un a´rea pir2φS ′e de la placa siguiente (el a´rea sombreada en el ejemplo de
la Fig. 2.6 (b)). Para representar esta transicio´n, Wyllie y Gardner [111] utilizan un
tubo capilar equivalente cuyo radio r′′ es tal que el a´rea de su seccio´n verifica la siguiente
relacio´n:
λpi(r′′)2 = pir2φS ′e, (2.38)
donde λ (> 1) es un coeficiente adimensional que refleja la manera en la cual esta´ dis-
tribuida el a´rea poral interconectada. Utilizando la ley de Hagen-Poiseuille para un tubo
capilar recto de seccio´n circular, el caudal de agua a trave´s del tubo equivalente de radio
r′′ vendra´ dado por [13]:
Qc = −pi(r
′′)4
8µ
∆pw
L
= −pir
4φ2(S ′e)
2
8µλ2
∆pw
L
, (2.39)
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donde µ es la viscosidad del fluido y ∆pw/L el gradiente de presio´n de agua al que se
encuentra sometida la muestra. Luego, el caudal aportado por los tubos capilares de
radios entre r y r+ dr sera´ Qc(r)f(r)dr, y el flujo total (caudal total dividido el a´rea de
la seccio´n transversal) sera´:
q =
∫ r′
r1
Qc(r)f(r)dr
A
. (2.40)
Reemplazando (2.39) en (2.40), y utilizando (2.35) y (2.37) se obtiene:
q = −φ
3(S ′e)
2σ2
2µλ2
∆pw
L
∫ S′e
0
dSe
p2c(Se)
. (2.41)
Por otra parte, la conductividad hidra´ulica del modelo puede calcularse utilizando
la ley de Buckingham-Darcy escrita en su forma escalar y en te´rminos del gradiente de
presio´n de agua:
q = −K
ρg
∆pw
L
. (2.42)
Igualando (2.42) con (2.41) obtenemos para la conductividad hidra´ulica K(S ′e):
K(S ′e) =
φ3ρg(S ′e)
2σ2
2µλ2
∫ S′e
0
dSe
p2c(Se)
. (2.43)
La conductividad hidra´ulica saturada se obtiene integrando sobre todo el rango de variacio´n
de Se, es decir:
Ks = K(1) =
φ3ρgσ2
2µλ2
∫ 1
0
dSe
p2c(Se)
. (2.44)
Finalmente, la conductividad hidra´ulica relativa resulta del cociente K(S ′e)/Ks:
Kr(S
′
e) = (S
′
e)
2
∫ S′e
0
dSe
p2c(Se)∫ 1
0
dSe
p2c(Se)
. (2.45)
La ecuacio´n (2.45) fue derivada por Burdine [15] utilizando la teor´ıa del radio hidra´ulico.
Notar que la ecuacio´n (2.45) permite predecir la conductividad hidra´ulica relativa a par-
tir de conocer la dependencia entre la saturacio´n efectiva y la presio´n capilar, o lo que es
equivalente, la saturacio´n efectiva en funcio´n de la altura de presio´n.
La fo´rmula de Burdine fue utilizada por Brooks y Corey [13] para obtener uno de los
modelos constitutivos ma´s utilizados en la literatura. A partir de un ana´lisis estad´ıstico
sobre un gran nu´mero de muestras de suelo, los citados autores proponen una expresio´n
anal´ıtica emp´ırica para θ(h), y mediante la fo´rmula de Burdine obtienen una expresio´n
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para K(h). Las expresiones del modelo constitutivo de Brooks y Corey se detallan a
continuacio´n:
θ(h) =

 (θs − θr) [−αbch]
βbc + θr h < −1/αbc
θs h ≥ −1/αbc
(2.46)
K(h) =

 Ks (−αbch)
−(2+3βbc) h < −1/αbc
Ks h ≥ −1/αbc,
(2.47)
donde αbc es el rec´ıproco de la presio´n de aire entrampado y βbc es un para´metro rela-
cionado con la distribucio´n de taman˜o poral. Si bien estas relaciones fueron obtenidas
originalmente en forma emp´ırica, la expresio´n anal´ıtica de θ(h) para este modelo puede
obtenerse a partir de un modelo conceptual f´ısico basado en principios de geometr´ıa
fractal [106].
2.6.2 Fo´rmula de Mualem
La fo´rmula predictiva de Mualem [73] asume que los poros del medio se encuentran
interconectados y distribuidos en forma aleatoria en toda la muestra. Cada poro esta´
caracterizado por su radio poral r, cuya distribucio´n en un corte cualquiera de la muestra
en la direccio´n transversal al flujo esta´ dada por una funcio´n f(r). Para un dado valor
de saturacio´n (o equivalentemente de presio´n capilar) el criterio de ocupacio´n de la fase
l´ıquida es el mismo que el utilizado por Wyllie y Gardner [111] en la deduccio´n de la
fo´rmula de Burdine, por lo que las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37) son igualmente
va´lidas para este ana´lisis.
Suponiendo que la muestra se separa en placas delgadas transversales a la direccio´n
del flujo, la probabilidad de que un poro de radio comprendido entre r y r + dr en una
de las caras este´ interconectado con un poro de radio comprendido entre R y R+ dR en
la cara cont´ıgua es:
a(r, R) = G(Se, r, R)pir
2f(r)piR2f(ρ)drdR, (2.48)
donde la funcio´n G(Se, r, R) tiene en cuenta la correlacio´n espacial entre los poros de
radios r y R para un dado valor de saturacio´n efectiva.
Luego, para calcular el flujo a trave´s de una placa, se asume que los poros de radios
r y R pueden conceptualizarse como tubos capilares rectos conectados en serie, y cuyas
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longitudes respectivas L1 y L2 son proporcionales a sus radios tal como se ilustra en la
Fig. 2.6 (c). Utilizando la ley de Hagen-Poiseuille y la ley de Buckingham-Darcy para este
arreglo, Mualem demuestra que la contribucio´n del arreglo a la conductividad hidra´ulica
de la muestra es proporcional al producto rR. Aplicando adema´s un factor de tortuosidad
T (Se, r, R) y asumiendo que tanto T como G son funciones de Se u´nicamente, se obtiene
para la conductividad hidra´ulica relativa la siguiente expresio´n:
Kr(S
′
e) = T (S
′
e)G(S
′
e)
[∫ r′
r1
r3f(r)dr∫ r2
r1
r3f(r)dr
]2
, (2.49)
donde r1 y r2 son los radios mı´nimo y ma´ximo, respectivamente, y S
′
e es la saturacio´n
efectiva cuando todos los poros de radios r ∈ [r1, r′] se encuentran llenos de agua. La
potencia 2 en la fo´rmula (2.49) se debe a la hipo´tesis de que la configuracio´n poral puede
reemplazarse por un par de tubos capilares rectos cuyas longitudes son proporcionales a
sus respectivos radios.
Mualem sugirio´ adema´s reemplazar los factores de correlacio´n G(S ′e) y tortuosidad
T (S ′e) por un factor (S
′
e)
m. Finalmente, aplicando la ley capilar (2.35) y haciendo uso de
(2.37), se llega a:
Kr(S
′
e) = (S
′
e)
m

∫ S′e0 dSepc(Se)∫ 1
0
dSe
pc(Se)


2
, (2.50)
que es la conocida fo´rmula de Mualem. Para mayor detalle de la derivacio´n matema´tica
se refiere al trabajo original de Mualem [73].
La fo´rmula de Mualem fue utilizada por van Genuchten [108] en la derivacio´n de su
conocido modelo constitutivo. Al igual que el modelo de Brooks-Corey, el modelo de van
Genuchten fue disen˜ado para suelos homoge´neos, y es considerado el modelo que mejor
ajusta los datos experimentales en todo el rango de alturas de presio´n. Es por ello que se
lo utiliza en la mayor´ıa de los trabajos aplicados. Las relaciones que caracterizan a este
modelo vienen dadas por:
θ(h) =


(θs−θr)
[1+(αvg |h|)n]m + θr h < 0
θs h ≥ 0
(2.51)
K(h) =

 Ks
[1−(αvg |h|)n−1[1+(αvg |h|)n]−m]2
[1+(αvg |h|)n]
m
2
h < 0
Ks h ≥ 0,
(2.52)
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donde αvg, m y n son para´metros del modelo. La expresio´n (2.52) es va´lida siempre y
cuando se verifique la siguiente relacio´n entre los para´metros m y n:
m = 1− 1
n
. (2.53)
En un trabajo reciente, Guarracino [38] ha propuesto un modelo para estimar Ks a partir
del para´metro αvg. Este modelo permite estimar completamente la curva deK(h) a partir
de los para´metros de la curva de θ(h).
2.7 Relaciones constitutivas para medios heteroge´neos
Las relaciones constitutivas definen y caracterizan por completo el comportamiento hi-
dra´ulico de un medio poroso a escala macrosco´pica. Es decir que las curvas de θ(h)
y K(h) describen el comportamiento hidra´ulico de una dada muestra de medio, cuyo
taman˜o sea lo suficientemente grande como para garantizar la validez de la aproximacio´n
del continuo, y por tanto la aplicabilidad de la ecuacio´n de Richards.
Los modelos constitutivos presentados en la seccio´n anterior fueron concebidos para
medios homoge´neos, lo que significa que a los efectos de simular el flujo no saturado, las
propiedades hidra´ulicas del medio se asumen constantes sobre toda la muestra.
Cuando una dada muestra de medio presenta algu´n tipo de heterogeneidad de escala
mayor a la escala microsco´pica pero menor a la escala de la muestra, el feno´meno de flujo a
trave´s de la misma se torna ma´s complejo. Regiones con heterogeneidades que presenten
mayor conductividad que el medio que las contiene pueden favorecer enormemente el
flujo de agua, constituyendo caminos preferenciales a trave´s de los cuales el agua puede
fluir con mayor facilidad. Un ejemplo de este tipo de medios heteroge´neos son las rocas
fracturadas, a las cuales dedicaremos especial atencio´n en esta Tesis.
Durante las u´ltimas dos de´cadas el estudio del flujo en rocas fracturadas ha cap-
tado la atencio´n de muchos investigadores. Una de las razones principales radica en la
bu´squeda de repositorios de desechos nucleares. Se considera que una de las maneras
ma´s seguras de aislar estos desechos es depositarlos en rocas cristalinas a grandes profun-
didades. Sin embargo, la migracio´n del agua subterra´nea podr´ıa contribuir al retorno de
los radionucloides a la superficie terrestre, por lo cual es indispensable disponer de una
caracterizacio´n hidra´ulica precisa para rocas fracturadas [10, 11, 33]. Por otra parte en
muchos sistemas acu´ıferos confinados como el Guaran´ı, las rocas fracturadas participan
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en forma indirecta en el proceso de recarga y para poder evaluarla es preciso contar con
relaciones constitutivas para este tipo de rocas [37].
Tanto en el caso de rocas fracturadas o medios con otro tipo de heterogeneidad (como
por ejemplo suelos con macroporos) la conductividad hidra´ulica suele ser mayor en las
heterogeneidades que en el resto del medio, producie´ndose v´ıas de canalizacio´n ra´pida
[109]. Este flujo preferencial hace que la conductividad del medio sea muy diferente a lo
que se obtendr´ıa si no existieran estas heterogeneidades. Es muy comu´n que las fracturas
de las rocas este´n rellenas con sedimentos cla´sticos, resultado de su diage´nesis o del flujo
de agua a trave´s de las mismas. Como resultado, las fracturas se comportan como un
medio poroso de caracter´ısticas diferentes a las de la roca en la que se encuentran (en
general son mejores conductoras) y permiten que el agua fluya con mayor facilidad que
en el resto de la roca. Si adema´s las fracturas se encuentran interconectadas, se forman
v´ıas ra´pidas que modifican ampliamente el patro´n de flujo. Como resultado final, la
presencia de fracturas interconectadas en una roca no necesariamente muy conductora
la hace buena conductora, modificando en forma radical sus caracter´ısticas hidra´ulicas.
Por esta razo´n se espera que las relaciones constitutivas de rocas fracturadas sean muy
diferentes que las que correponden a un medio homoge´neo.
Un me´todo va´lido para obtener relaciones constitutivas en un medio poroso hetero-
ge´neo se basa en la simulacio´n nume´rica del flujo no saturado en muestras sinte´ticas [25,
51, 59]. Si somos capaces de modelar f´ısica y geome´tricamente las heterogeneidades del
medio, la simulacio´n computacional nos permitir´ıa predecir su comportamiento hidra´ulico
y mediante el disen˜o de experimentos nume´ricos adecuados determinar sus relaciones
constitutivas. En el Cap´ıtulo siguiente se describira´ un me´todo nume´rico para la simu-
lacio´n de relaciones constitutivas en medios porosos heteroge´neos y se mostrara´ su im-
plementacio´n en el caso 2D. La implementacio´n del me´todo en medios 3D se presentara´
en el Cap´ıtulo 4.
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Cap´ıtulo 3
Disen˜o de experimentos nume´ricos 2D
En este Cap´ıtulo se presenta un me´todo nume´rico para el ca´lculo de relaciones cons-
titutivas en muestras bidimensionales de rocas. El me´todo consiste en simular el ex-
perimento de laboratorio para la determinacio´n de la conductividad hidra´ulica que fue
descrito en el Cap´ıtulo 2. Para ello es necesario resolver la ecuacio´n de Richards en estado
estacionario utilizando condiciones de borde apropiadas. Se propone un me´todo mixto
de elementos finitos para la resolucio´n del problema diferencial en muestras heteroge´neas
generales. Para concluir, se presentan ejemplos ilustrativos de la aplicacio´n del me´todo
al caso particular de rocas fracturadas y medios porosos con heterogeneidades de tipo
fractal.
3.1 Introduccio´n
Como se menciono´ anteriormente la determinacio´n experimental de las relaciones consti-
tutivas presenta numerosas dificultades te´cnicas, por lo que suele ser muy costosa. Por
esta razo´n, los datos experimentales son en general poco frecuentes, en particular cuando
se trata de rocas fracturadas [103]. Un me´todo alternativo a la medicio´n directa consiste
en simular en forma nume´rica los experimentos de laboratorio para la determinacio´n de
las relaciones constitutivas. Para ello es necesario disen˜ar muestras sinte´ticas de roca
capaces de describir f´ısica y geome´tricamente las caracter´ısticas del medio de intere´s y
simular el flujo no saturado bajo condiciones similares a las de los ensayos de laboratorio.
Esta alternativa nume´rica de ca´lculo de relaciones constitutivas ha sido utilizada por
varios autores. Desbarats [25] aplica el me´todo al ca´lculo de la conductividad hidra´ulica
saturada en muestras sinte´ticas 2D y 3D que presentan heterogeneidades de tipo lognor-
mal, utilizando un me´todo de diferencias finitas para resolver las ecuaciones de flujo. La
aplicacio´n del me´todo a la determinacio´n de las relaciones constitutivas de rocas frac-
turadas fue tratado por Kwicklis y Healey [51] y por Liu y Bodvarsson [59]. En sus
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experimentos los citados autores simulan el flujo no saturado en muestras sinte´ticas bidi-
mensionales de forma rectangular, asumiendo como condicio´n de borde el mismo valor
de altura de presio´n en las caras horizontales de la muestra. Esta condicio´n de borde
garantiza en cierto modo un valor constante de altura de presio´n en la muestra, pero
limita la aplicabilidad de la te´cnica para valores grandes de presio´n.
En este Cap´ıtulo se presentara´ un me´todo nume´rico para el ca´lculo de las relaciones
constitutivas en medios porosos heteroge´neos 2D. El me´todo consiste en simular el ex-
perimento descrito en la seccio´n (2.5.2), para lo cual es necesario resolver la ecuacio´n de
Richards en estado estacionario, con condiciones de borde que permitan imponer sobre
la muestra un gradiente preestablecido de altura de presio´n. La resolucio´n del problema
diferencial se llevara´ a cabo mediante un me´todo mixto de elementos finitos. Este me´todo
posee ventajas importantes respecto de los me´todos Galerkin standard y los me´todos de
diferencias finitas, puesto que permite aproximar con igual precisio´n el campo de altura
de presio´n y el de flujo, garantizando adema´s la conservacio´n local de la masa. Utilizando
la solucio´n del problema diferencial se obtendra´n las relaciones constitutivas mediante
aproximaciones nume´ricas relativamente sencillas. Para finalizar se ilustrara´ la aplicacio´n
del me´todo propuesto al ca´lculo de las relaciones constitutivas en rocas fracturadas y a la
estimacio´n de la permeabilidad en medios porosos con heterogeneidades de tipo fractal.
3.2 Planteo matema´tico del experimento
Para describir matema´ticamente el problema consideremos una muestra bidimensional
rectangular que ocupa el dominio Ω = [0, Lx]× [0, Lz] con frontera Γ = ΓL∪ΓR∪ΓD∪ΓU
como se ilustra en la Figura 3.1. Los supra´ındices indican el nombre de la cara segu´n su
ubicacio´n respecto a los ejes coordenados1.
Para simular el flujo no saturado en las condiciones del experimento descrito en la
seccio´n (2.5.2) es necesario someter a la muestra a un gradiente hidra´ulico vertical cons-
tante. El mismo se establece manteniendo constantes los valores de altura de presio´n
en las caras horizontales ΓD y ΓU . Las caras verticales se mantienen impermeabilizadas,
esto es, la componente horizontal de q se considera nula en ΓL y ΓR. Si se asume que el
aire se encuentra a presio´n atmosfe´rica, y que es va´lida la aproximacio´n del continuo en
cada punto de la muestra, el flujo de agua bajo estas condiciones estara´ gobernado por
1del ingle´s Left (izquierda), Right (derecha), Down (abajo), Up (arriba).
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Figura 3.1: Representacio´n matema´tica del dominio de simulacio´n.
la ecuacio´n de Richards (2.31). Dado que no existen fuentes ni sumideros dentro de la
muestra (F (h) = 0), y que el experimento es estacionario (∂θ(h)/∂t = 0), el problema
diferencial en forma mixta puede plantearse del siguiente modo: Hallar (h,q) : Ω×Ω→
R× R2 tal que:
∇.q = 0, (x, z) ∈ Ω, (3.1)
q = −K(h)∇ (h+ z) , (x, z) ∈ Ω, (3.2)
h = hD, (x, z) ∈ ΓD, (3.3)
h = hU , (x, z) ∈ ΓU , (3.4)
q.ν = 0, (x, z) ∈ ΓL ∪ ΓR, (3.5)
siendo ν el versor normal externo a la cara considerada.
La resolucio´n del problema (3.1)-(3.5) permite obtener los campos h(x, z) y q(x, z)
en todo punto del dominio, y a partir de ellos es posible calcular el contenido de agua
y la conductividad hidra´ulica de la muestra como se vera´ ma´s adelante. Sin embargo,
la resolucio´n de este problema no es una tarea sencilla, puesto que la altura de presio´n
interviene en forma no lineal en la ecuacio´n (3.2). Para hallar la solucio´n se procede a
linealizar el problema mediante un me´todo iterativo de Picard [21]. El esquema iterativo
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se define del siguiente modo:
∇.qi+1 = 0, (x, z) ∈ Ω, (3.6)
qi+1 = −K(hi)∇ (hi+1 + z) , (x, z) ∈ Ω, (3.7)
hi+1 = hD, (x, z) ∈ ΓD, (3.8)
hi+1 = hU , (x, z) ∈ ΓU , (3.9)
qi+1.ν = 0, (x, z) ∈ ΓL ∪ ΓR, (3.10)
donde el supra´ındice indica el nivel de iteracio´n. Notar que para implementar el me´todo
es preciso establecer un valor inicial de iteracio´n h0. Luego, el problema (3.6)-(3.10) se
resuelve en forma iterativa hasta alcanzar la convergencia, que se logra cuando la dife-
rencia entre dos soluciones sucesivas es despreciable. En la seccio´n siguiente se planteara´
una formulacio´n mixta de´bil del problema (3.6)-(3.10).
3.3 Formulacio´n mixta de´bil
Como paso previo a la implementacio´n de un me´todo mixto de elementos finitos se
planteara´ la forma de´bil del problema (3.6)-(3.10). Para ello resulta necesario introducir
la notacio´n que sera´ utilizada.
El producto interno en L2 (Ωj) para funciones reales, y para cualquier subdominio
Ωj ⊂ Ω se denota como:
(v, w)Ωj =
∫
Ωj
vw dx, (3.11)
donde x = (x, z), mientras que el producto interno en L2 (Γj) para todo subconjunto
Γj ⊂ Γ se denota como:
〈v, w〉Γj =
∫
Γj
vw dσ, (3.12)
siendo dσ un diferencial de arco.
Los espacios de funciones que se utilizara´n en la formulacio´n mixta de´bil son los
siguientes:
V = H(div,Ω) =
{
v ∈ [L2(Ω)]2 :∇.v ∈ L2(Ω)} , (3.13)
V0 =
{
v ∈ V : v.ν = 0, (x, z) ∈ ΓL ∪ ΓR} , (3.14)
W = L2(Ω), (3.15)
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donde el espacio de funciones vectoriales V sera´ utilizado para aproximar q y el espacio
de funciones escalares W para aproximar h.
Para obtener la forma de´bil se multiplican las ecuaciones (3.6) y (3.7) por las fun-
ciones de prueba ψ ∈ W y v ∈ V0 respectivamente, para luego integrar las expresiones
resultantes sobre el dominio completo Ω. De esta manera, la formulacio´n mixta de´bil
del problema (3.6)-(3.10) se plantea del siguiente modo: Hallar (hi+1,qi+1) ∈W ×V0 tal
que: (
∇.qi+1, ψ
)
Ω
= 0, ψ ∈W, (3.16)
(
qi+1
K(hi)
,v
)
Ω
− (hi+1 + z,∇.v)
Ω
+
〈
hD,v.ν
〉
ΓD
+
〈
hU + Lz,v.ν
〉
ΓU
= 0, v ∈ V0. (3.17)
El paso siguiente para resolver el sistema (3.16)-(3.17) sera´ definir un esquema de ele-
mentos finitos mixto.
3.4 Me´todo mixto de elementos finitos
Consideremos una particio´n regular no solapada de Ω en subdominios rectangulares Ωj,k
tal que:
Ω =
Nx,Nz⋃
j=1,k=1
Ωj,k con Ωj,k = [xj, xj+1]× [zk, zk+1] , (3.18)
donde Nx y Nz representan el nu´mero de subdominios en las direcciones x y z respectiva-
mente. En la Fig. 3.2 (a) se ilustra un elemento gene´rico Ωj,k de la particio´n, cuyo borde
es Γj,k = Γ
1
j,k ∪ Γ1j+1,k ∪ Γ2j,k ∪ Γ2j,k+1. Notar que se han utilizado los supra´ındices 1 y 2
para diferenciar entre las caras normales al eje x y las normales al eje z, respectivamente.
Para simplificar el sistema de ecuaciones que resulta de la aplicacio´n convencional
de un me´todo mixto de elementos finitos, se suele realizar una formulacio´n h´ıbrida. La
hibridizacio´n consiste en remover la condicio´n de continuidad de la componente normal
del flujo en los bordes interiores Γsj,k (s = 1, 2) de los subdominios. De este modo se
introducen nuevos grados de libertad para el flujo, los cuales son indirectamente acopla-
dos mediante un conjunto extra de ecuaciones que se definen utilizando un espacio de
multiplicadores de Lagrange [4].
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Figura 3.2: Elemento Ωj,k de la particio´n de elementos finitos. En (a) se ilustra la
nomenclatura utilizada para la frontera y en (b) se muestran las inco´gnitas del problema
y los puntos a los que esta´n asociadas.
Para realizar la formulacio´n h´ıbrida del problema definimos los siguientes espacios de
elementos finitos de Raviart-Thomas-Nedelec de ı´ndice m [83, 76]:
Λm =
{
λs : λs|Γs
j,k
= λsj,k ∈ Pm(Γsj,k), s = 1, 2
}
, (3.19)
V m−1 =
{
v ∈ [L2(Ω)]2 : v|Ωj,k∈ Rm} , (3.20)
V m0,−1 =
{
v ∈ V m−1 : v.ν = 0, (x, z) ∈ ΓL ∪ ΓR
}
, (3.21)
Wm =
{
ψ ∈ L2(Ω) : ψ|Ωj,k∈ Pm
}
, (3.22)
donde Rm = Pm+1,m × Pm,m+1 siendo Pl,m polinomios definidos sobre Ωj,k de grado no
mayor que l y m en las variables x y z, respectivamente. El espacio Λm representa un
espacio de multiplicadores de Lagrange cuyos elementos λsj,k esta´n asociados al valor de
altura hidra´ulica (λsj,k ∼ h+ z) en los bordes interiores Γsj,k (ver Fig. 3.2 (b)).
El procedimiento mixto h´ıbrido de elementos finitos se establece del siguiente modo:
Dados (hi,qi, λi) ∈ Wm × V m0,−1 × Λm, hallar (hi+1,qi+1, λi+1) ∈ Wm × V m0,−1 × Λm tal
que:
Nx,Nz∑
j=1,k=1
(
∇.qi+1, ψ
)
Ωj,k
= 0, ψ ∈ Wm, (3.23)
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Nx,Nz∑
j=1,k=1
(
qi+1
K(hi)
,v
)
Ωj,k
−
Nx,Nz∑
j=1,k=1
(
hi+1 + z,∇.v
)
Ωj,k
+
〈
hD,v.ν
〉
ΓD
+
〈
hU + Lz,v.ν
〉
ΓU
+
Nx,Nz∑
j=2,k=1
〈
λ1,i+1j,k ,v.ν
〉
Γ1
j,k
+
Nx,Nz∑
j=1,k=2
〈
λ2,i+1j,k ,v.ν
〉
Γ2
j,k
= 0, v ∈ V m0,−1, (3.24)
Nx,Nz∑
j=2,k=1
〈
µ,qi+1.ν
〉
Γ1
j,k
+
Nx,Nz∑
j=1,k=2
〈
µ,qi+1.ν
〉
Γ2
j,k
= 0, µ ∈ Λm. (3.25)
Notar que la continuidad de las componentes normales del flujo a trave´s de los bordes
internos se ha impuesto mediante la ecuacio´n (3.25).
3.5 Implementacio´n nume´rica
Para la implementacio´n nume´rica se utilizaron los espacios de Raviart-Thomas-Nedelec
de orden cero (RTN0). El empleo de estos espacios permite obtener un sistema algebraico
con tantas inco´gnitas como nu´mero de elementos tenga la malla utilizada. Los espacios
RTN0 bidimensionales son:
V j,k−1 = span
{
vLj,k,v
R
j,k,v
D
j,k,v
U
j,k
}
, (3.26)
W j,k = span {ψj,k} , (3.27)
donde
vLj,k(x, z) =


(
−1 + x−xj
∆xj
, 0
)
(x, z) ∈ Ωj,k
0 (x, z) /∈ Ωj,k,
(3.28)
vRj,k(x, z) =


(
x−xj
∆xj
, 0
)
(x, z) ∈ Ωj,k
0 (x, z) /∈ Ωj,k,
(3.29)
vDj,k(x, z) =


(
0,−1 + z−zk
∆zk
)
(x, z) ∈ Ωj,k
0 (x, z) /∈ Ωj,k,
(3.30)
vUj,k(x, z) =


(
0, z−zk
∆zk
)
(x, z) ∈ Ωj,k
0 (x, z) /∈ Ωj,k,
(3.31)
ψj,k(x, z) =

 1 (x, z) ∈ Ωj,k0 (x, z) /∈ Ωj,k, (3.32)
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siendo ∆xj = xj+1 − xj y ∆zk = zk+1 − zk.
La solucio´n de (3.23)-(3.25) en cualquier punto del dominio se expresa como:
hi+1(x, z) =
Nx,Nz∑
j=1,k=1
hi+1j,k ψj,k(x, z), (3.33)
qi+1(x, z) =
Nx,Nz∑
j=1,k=1
[
qL,i+1j,k v
L
j,k(x, z) + q
R,i+1
j,k v
R
j,k(x, z)
+ qD,i+1j,k v
D
j,k(x, z) + q
U,i+1
j,k v
U
j,k(x, z)
]
,
(3.34)
donde hi+1j,k se asocia al punto medio del elemento Ωj,k y los flujos normales q
S,i+1
j,k (S =
L,R,D,U) al punto medio de la cara respectiva sen˜alada por su supra´ındice. Como ya se
ha mencionado, los valores de λsj,k esta´n asociados a los de h+z sobre los bordes internos
del elemento (ver Fig. 3.2 (b)).
Seleccionando v = vL,vR,vD y vU en (3.24) y utilizando una regla trapezoidal para
calcular el primer te´rmino de esta ecuacio´n, se obtienen las siguientes expresiones para
qL,i+1j,k , q
R,i+1
j,k , q
D,i+1
j,k y q
U,i+1
j,k :
qL,i+1j,k =


2KL,i
j,k
∆xj
[
hi+1j,k +
1
2
(zk + zk+1)− λ1,i+1j,k
]
j = 2, ..., Nx
0 j = 1,
(3.35)
qR,i+1j,k =


2KR,i
j,k
∆xj
[
hi+1j,k +
1
2
(zk + zk+1)− λ1,i+1j+1,k
]
j = 1, ..., Nx − 1
0 j = Nx,
(3.36)
qD,i+1j,k =


2KD,i
j,k
∆zk
[
hi+1j,k +
1
2
(zk + zk+1)− λ2,i+1j,k
]
k = 2, ..., Nz
2KD,i
j,k
∆zk
[
hi+1j,k +
1
2
(zk + zk+1)− hD − zk
]
k = 1,
(3.37)
qU,i+1j,k =


2KU,i
j,k
∆zk
[
hi+1j,k +
1
2
(zk + zk+1)− λ2,i+1j,k+1
]
k = 1, ..., Nz − 1
2KU,i
j,k
∆zk
[
hi+1j,k +
1
2
(zk + zk+1)− hU − zk+1
]
k = Nz,
(3.38)
siendo
KL,ij,k = K
(
λ1,ij,k −
(zk + zk+1)
2
)
, KR,ij,k = K
(
λ1,ij+1,k −
(zk + zk+1)
2
)
,
KD,ij,k = K
(
λ2,ij,k − zk
)
, KU,ij,k = K
(
λ2,ij,k+1 − zk+1
)
.
(3.39)
Notar que para evaluar K(h) en los bordes de los elementos se han utilizado los multi-
plicadores de Lagrange.
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La ecuacio´n (3.25) equivale a:
qL,i+1j,k + q
R,i+1
j−1,k = 0, j = 2, ..., Nx, k = 1, ..., Nz, (3.40)
qD,i+1j,k + q
U,i+1
j,k−1 = 0, j = 1, ..., Nx, k = 2, ..., Nz. (3.41)
Reemplazando (3.35)-(3.38) en (3.40)-(3.41) se obtienen las siguientes expresiones para
los multiplicadores de Lagrange λs,i+1j,k en te´rminos de la altura de presio´n h
i+1
j,k :
λ1,i+1j,k =
KL,ij,k∆xj−1
∆xj−1K
L,i
j,k +∆xjK
R,i
j−1,k
hi+1j,k
+
KR,ij−1,k∆xj
∆xj−1K
L,i
j,k +∆xjK
R,i
j−1,k
hi+1j−1,k
+
1
2
(zk+1 + zk) , j = 2, ..., Nx, k = 1, ..., Nz,
(3.42)
λ2,i+1j,k =
KD,ij,k ∆zk−1
∆zk−1K
D,i
j,k +∆zkK
U,i
j,k−1
[
hi+1j,k +
1
2
(zk + zk+1)
]
+
KU,ij,k−1∆zk
∆zk−1K
D,i
j,k +∆zkK
U,i
j,k−1
[
hi+1j,k−1 +
1
2
(zk−1 + zk)
]
,
j = 1, ..., Nx, k = 2, ..., Nz.
(3.43)
Por otra parte, tomando ψj,k(x, z) en (3.23) resulta:
qL,i+1j,k + q
R,i+1
j,k
∆xj
+
qD,i+1j,k + q
U,i+1
j,k
∆zk
= 0. (3.44)
Finalmente, reemplazando (3.35)-(3.38) en (3.44), y haciendo uso de (3.42) y (3.43), se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
Lij,kh
i+1
j−1,k +D
i
j,kh
i+1
j,k−1 + C
i
j,kh
i+1
j,k +R
i
j,kh
i+1
j+1,k + U
i
j,kh
i+1
j,k+1 = RHS
i
j,k, (3.45)
siendo
Lij,k = − [1− δ1,j]
AL,ij,k
∆xj
, Rij,k = − [1− δNx,j]
AR,ij,k
∆xj
,
Dij,k = − [1− δ1,k]
AD,ij,k
∆zk
, U ij,k = − [1− δNz ,k]
AU,ij,k
∆zk
, (3.46)
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Cij,k = [1− δ1,j]
AL,ij,k
∆xj
+ [1− δ1,k]
AD,ij,k
∆zk
+ [1− δNx,j]
AR,ij,k
∆xj
+ [1− δNz ,k]
AU,ij,k
∆zk
+δ1,k
2KD,ij,k
∆z2k
+ δNz ,k
2KU,ij,k
∆z2k
, (3.47)
RHSij,k = δ1,k
2KD,ij,k [h
D −∆zk]
∆z2k
+ δNz ,k
2KU,ij,k [h
U +∆zk]
∆z2k
−[1− δ1,k]
AD,ij,k
∆zk
[zk+1 − zk−1]
2
+ [1− δNz ,k]
AU,ij,k
∆zk
[zk+2 − zk]
2
, (3.48)
donde
AL,ij,k =
2KL,ij,kK
R,i
j−1,k
∆xj−1K
L,i
j,k +∆xjK
R,i
j−1,k
, AR,ij,k =
2KL,ij+1,kK
R,i
j,k
∆xjK
L,i
j+1,k +∆xj+1K
R,i
j,k
,
AD,ij,k =
2KD,ij,k K
U,i
j,k−1
∆zk−1K
D,i
j,k +∆zkK
U,i
j,k−1
, AU,ij,k =
2KD,ij,k+1K
U,i
j,k
∆zkK
D,i
j,k+1 +∆zk+1K
U,i
j,k
, (3.49)
y δj,k es la Delta de Kronecker, definida como:
δj,k =

 1, j = k0, j 6= k. (3.50)
3.6 Esquema general de la simulacio´n
El co´digo computacional para resolver el sistema de ecuaciones resultante fue desarro-
llado en lenguaje Fortran. La estructura del algoritmo puede resumirse en los siguientes
pasos:
1. Se asigna un valor inicial para el proceso iterativo de Picard considerando la si-
guiente expresio´n para h0(x, z):
h0(x, z) =
(
hU − hD
Lz
)
z + hD. (3.51)
2. Se resuelve el sistema (3.45) y se obtiene hi+1j,k .
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3. Se evalu´a el mo´dulo de la diferencia δhi+1j,k = h
i+1
j,k − hij,k sobre todo el dominio. Si
la norma de δhi+1j,k es menor que cierta tolerancia prefijada, la iteracio´n concluye y
hi+1j,k es la solucio´n nume´rica deseada. De lo contrario, se vuelve al paso 2 definiendo
hij,k = h
i+1
j,k .
4. Se calculan los valores del campo de flujo qS,i+1j,k (S = L,R,D,U) utilizando (3.35)-
(3.38).
El sistema de ecuaciones del paso 2 se resuelve utilizando un me´todo de sobrerrela-
jacio´n por l´ıneas (Me´todo LSOR [79]).
3.7 Ca´lculo de las relaciones constitutivas
El me´todo nume´rico que se ha presentado permite obtener en forma aproximada el campo
de altura de presio´n h y el flujo q en cada elemento Ωj,k de la particio´n. Aunque estos
campos suelen en general registrar variaciones importantes dentro de la muestra, se asume
que el valor efectivo de altura de presio´n hef (es decir el valor de h representativo de la
muestra) viene dado por la ecuacio´n (2.33) [51, 59]. Como el aire se asume a presio´n
atmosfe´rica, esta ecuacio´n se escribe simplemente como:
hef =
hD + hU
2
. (3.52)
Vale aclarar que el significado del te´rmino “efectivo” en este contexto no es el mismo que
el utilizado para definir la saturacio´n efectiva o el contenido efectivo de agua. Con el
objeto de resaltar esta distincio´n y evitar confusio´n, se utilizara´ el supra´ındice “ef ” para
denotar cualquier cantidad efectiva de la muestra.
De acuerdo con la definicio´n del contenido de agua (2.12), este podra´ calcularse como
el cociente entre el volumen total de agua y el volumen de la muestra:
θef =
∫
Ω
θ(h)dV∫
Ω
dV
, (3.53)
donde θ(h) denota el contenido de agua en cada punto del dominio. En el caso bidimensio-
nal y discreto, la fo´rmula (3.53) se puede aproximar por:
θef =
1
LxLz
Nx,Nz∑
j=1,k=1
θ(hj,k)∆xj∆zk. (3.54)
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Los contenidos de agua residual y ma´ximo de la muestra pueden calcularse ana´logamente
a θef , resultando para sus versiones discretas:
θefr =
1
LxLz
Nx,Nz∑
j=1,k=1
θr,j,k∆xj∆zk, (3.55)
θefs =
1
LxLz
Nx,Nz∑
j=1,k=1
θs,j,k∆xj∆zk, (3.56)
siendo θr,j,k y θs,j,k los contenidos de agua residual y ma´ximo en el elemento Ωj,k. Luego,
la saturacio´n efectiva de la muestra Sefe puede calcularse de la siguiente manera:
Sefe =
θef − θefr
θefs − θefr
=
∑Nx,Nz
j=1,k=1 [θ(hj,k)− θr,j,k] ∆xj∆zk∑Nx,Nz
j=1,k=1 [θs,j,k − θr,j,k] ∆xj∆zk
. (3.57)
Para obtener la conductividad hidra´ulica efectiva Kef haremos uso de la ecuacio´n
(2.32), para lo cual es necesario calcular el flujo neto a trave´s de la muestra:
qef =
∫
A
q.νdA
A
, (3.58)
donde A es una seccio´n cualquiera transversal a la direccio´n del flujo. Notar que al no
existir fuentes ni sumideros y al ser el flujo estacionario, la divergencia de q resulta nula
(ver ecuacio´n (3.1)). Luego, el flujo total a trave´s de la muestra es independiente de la
seccio´n A que se considere. Por simplicidad tomaremos la cara ΓD, resultando para la
forma discreta de qef :
qef =
∑Nx
j=1 q
D
j,1∆xj
Lx
. (3.59)
Por otra parte, aplicando la ley de Darcy a escala de la muestra se tiene que:
qef = Kef (hef )
(
hU − hD
Lz
+ 1
)
. (3.60)
Luego, combinando (3.59) y (3.60) se obtiene la siguiente expresio´n para la conductividad
hidra´ulica efectiva:
Kef (hef ) =
qef(
hU−hD
Lz
+ 1
) =
∑Nx
j=1 q
D
j,1∆xj
Lx
(
hU−hD
Lz
+ 1
) . (3.61)
Para obtener la conductividad hidra´ulica saturada de la muestra basta con efectuar
el experimento para una altura de presio´n efectiva positiva, lo cual puede lograrse im-
poniendo valores positivos para hD y hU . En este caso el problema diferencial (3.1)-(3.5)
Cap´ıtulo 3. Disen˜o de experimentos nume´ricos 2D 45
es lineal y puede resolverse en forma directa sin necesidad de implementar un me´todo
iterativo. Luego, la conductividad hidra´ulica saturada efectiva puede obtenerse como:
Kefs =
qef,sat
hU−hD
Lz
+ 1
. (3.62)
donde qef,sat es el flujo efectivo saturado.
La permeabilidad efectiva κef puede calcularse a partir de (3.62) haciendo uso de la
ecuacio´n (2.26):
κef =
µKefs
ρg
. (3.63)
Resta definir la conductividad hidra´ulica relativa efectiva Kefr , la cual se obtiene a
partir de la definicio´n de K dada por la ecuacio´n (2.25):
Kefr =
Kef
Kefs
, (3.64)
completando de esta manera el ca´lculo de las relaciones constitutivas efectivas para la
altura de presio´n hef .
De forma ana´loga a la determinacio´n experimental, las curvas de θef (hef ) y Kef (hef )
(o Sefe (h
ef ) y Kefr (h
ef )) se obtienen repitiendo el experimento nume´rico para distintos
valores de hef , lo cual se logra cambiando las condiciones de borde hD y hU . No´tese sin
embargo que para un dado valor de hef existen infinitos valores de hD y hU que satisfacen
la ecuacio´n (3.52). A efectos de simplificar los ca´lculos consideraremos:
hU =
5
4
hef y hD =
3
4
hef , (3.65)
De este modo el gradiente hidra´ulico aplicado a la muestra sera´:
hU − hD
Lz
+ 1 =
1
2Lz
hef + 1. (3.66)
Notar que con las condiciones (3.65) el gradiente de altura de presio´n (hU − hD)/Lz
es proporcional al valor de hef . Esto permite obtener una descripcio´n ma´s realista del
experimento nume´rico, dado que en las pruebas de laboratorio, cuanto menor es la satu-
racio´n (y por tanto, mayor es |hef |) mayor es el gradiente hidra´ulico necesario para que
se desarrolle el flujo.
Los ca´lculos que se han presentado en esta seccio´n han sido implementados mediante el
disen˜o de subrutinas Fortran acopladas al co´digo de simulacio´n de flujo. A continuacio´n
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se ilustrara´ el me´todo propuesto mediante dos ejemplos que involucran el ca´lculo de
relaciones constitutivas para rocas fracturadas y el ca´lculo de la permeabilidad efectiva
para el ana´lisis de la atenuacio´n y dispersio´n de ondas s´ısmicas en rocas heteroge´neas.
3.8 Relaciones constitutivas para rocas fracturadas
Para poder calcular las relaciones constitutivas comenzaremos por generar en forma
sinte´tica una muestra de roca fracturada. El patro´n de la red de fracturas se definira´ sobre
una malla de elementos rectangulares. Los elementos sera´n lo suficientemente pequen˜os
como para asegurar que las fracturas ma´s angostas sean representables. Consideraremos
un medio con fracturas verticales y horizontales que se cruzan perpendicularmente en un
punto arbitrario del dominio [59].
Para generar la red de fracturas debe establecerse en primer lugar el nu´mero total de
fracturas que contendra´ el dominio. La mitad de este nu´mero es la cantidad de centros
de fractura que contendra´ la muestra, dado que en torno de cada centro se desarrollara´n
dos fracturas, una horizontal y otra vertical, ambas centradas en dicho punto. Luego se
generan aleatoriamente los puntos en donde estos centros estara´n situados en el dominio.
Cada una de las fracturas tendra´ propiedades geome´tricas caracter´ısticas, es decir, aper-
tura y longitud. Vale aclarar que estamos considerando un modelo simplificado para
representar una fractura, puesto que en general las paredes no son planas sino rugosas.
Por otra parte debe entenderse que, dado que en realidad las paredes de las fracturas
son irregulares dentro de ciertos l´ımites, la apertura que utilizaremos para cada fractura
en este modelo simplificado representa una apertura media de la misma. Siguiendo las
ideas del trabajo de Liu y Bodvarsson [59] utilizaremos una ley fractal que relaciona la
longitud de la fractura con la apertura de la misma::
b = cLd, (3.67)
siendo b la apertura, L la longitud, d la dimensio´n fractal y c una constante. Una vez
determinados los para´metros que caracterizan a la fractura, la misma queda definida
geome´tricamente y solo resta asignar los para´metros hidra´ulicos correspondientes a cada
elemento de la malla que se encuentre dentro del subdominio de la fractura. Los elementos
restantes tendra´n las propiedades hidra´ulicas de la matriz rocosa.
En la Fig. 3.3 se han representado dos dominios de 10 cm de lado, discretizados
mediante una particio´n regular de 100× 100 elementos. Ambos medios fueron generados
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Figura 3.3: Muestras sinte´ticas de roca fracturada.
mediante el me´todo que hemos descrito. Los subdominios correspondientes a las fracturas
son blancos y el correspondiente a la matriz negro. En ambos ejemplos se han utilizado
dos aperturas diferentes, b1 = 0.1 cm y b2 = 0.2 cm. Los nu´meros totales de fracturas en
cada ejemplo son 90 (a) y 180 (b), respectivamente. Los valores de los para´metros de la
ley fractal (3.67) que se han considerado para estos ejemplos son c = 0.02 y d = 1.13.
Para la caracterizacio´n hidra´ulica de la matriz de la roca se han utilizado los para´-
metros de van Genuchten calibrados por Unger et al. [107] para los basaltos de Box
Canyon Site (Idaho, EEUU). Se asume tambie´n que las propiedades hidra´ulicas de
las fracturas pueden ser descritas por lo para´metros de van Genuchten obtenidos por
Carsel y Parrish [19] para un medio cuya textura corresponde a una arena margosa. Los
para´metros de van Genuchten para la matriz y las fracturas se listan en la Tabla (3.1).
Notar que la conductividad hidra´ulica de las fracturas es 3 o´rdenes de magnitud mayor
que la correspondiente a la matriz.
Para verificar que el taman˜o de las muestras constituye en cada caso un REV de roca
fracturada, se efectuo´ el ca´lculo de la porosidad en funcio´n del taman˜o de la muestra
como fue descrito en el Cap´ıtulo 2. La porosidad de cada subdominio de la muestra puede
calcularse utilizando la fo´rmula (3.56) asumiendo que la saturacio´n ma´xima es unitaria.
Los resultados de este ca´lculo se muestran en la Fig. 3.4. Como puede observarse, la
porosidad tiende a estabilizarse cuando el taman˜o del subdominio considerado es mayor
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Textura θs θr αvg[cm
−1] n Ks [cm/d]
Fracturas 0.41 0.057 0.124 2.28 350.2
Matriz 0.2 0.1 0.049 1.33 0.281
Tabla 3.1: Para´metros de van Genuchten para las fracturas y la matriz.
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Figura 3.4: Porosidad en funcio´n del taman˜o de la muestra.
que 60 cm2 aproximadamente, lo cual garantiza la representatividad de las muestras.
Las relaciones constitutivas fueron obtenidas considerado 6 valores de hef por de´cada
logar´ıtmica en el rango de -1 cm a −103 cm. La conductividad hidra´ulica saturada se
calculo´ considerando hef = 10 cm, obtenie´ndose Kefs = 68.75 cm/d para la muestra (a) y
Kefs = 104.91 cm/d para la muestra (b). Luego, se contabiliza un total de 19 simulaciones
sobre cada muestra (una para cada valor de hef ). La Fig. 3.5 muestra los resultados
para Sefe en funcio´n del valor absoluto de h
ef (izquierda) y para Kefr en funcio´n de S
ef
e
(derecha). Las figura muestra adema´s las curvas correspondientes al modelo constitutivo
de van Genuchten para las texturas de las fracturas y de la matriz.
Puede observarse que para valores pequen˜os de |hef |, cercanos a la saturacio´n ma´xima,
las muestras tienden a comportarse segu´n la textura de las fracturas. A medida que
aumenta la altura de presio´n (en valor absoluto) los valores simulados se aproximan a la
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e ) (derecha). Resultado de la si-
mulacio´n para las muestras (a) y (b) y curvas de van Genuchten para las texturas de la
matriz y las fracturas.
curva de la matriz, mostrando claramente que en estas condiciones las fracturas no juegan
un papel importante (contrariamente a lo que ocurre cerca de la saturacio´n ma´xima).
Para estos valores, el agua presente en las fracturas ha drenado casi por completo debido
a su mayor conductividad. Notar adema´s que las curvas correspondientes a la muestra
(b), cuyo contenido de fracturas es mayor que el de la muestra (a), se aproxima ma´s al
comportamiento de la la curva de van Genuchten correspondiente a las fracturas.
Finalmente, y a modo de validacio´n del procedimiento nume´rico, se considero´ una
muestra de roca homoge´nea. En este caso las relaciones constitutivas simuladas deber´ıan
coincidir con las expresiones anal´ıticas del modelo de van Genuchten. En la Fig. 3.6 se
muestran los resultados para muestras homoge´neas correspondientes a las texturas de
la matriz y las fracturas. En ambos casos las relaciones obtenidas en forma nume´rica
coinciden con las expresiones anal´ıticas, lo que no solo constituye una validacio´n del
experimento nume´rico, sino tambie´n del modelo conceptual propuesto.
3.9 Permeabilidad efectiva en rocas con heterogeneidades fractales
En la presente seccio´n se mostrara´ a partir de un ana´lisis comparativo que la te´cnica
nume´rica propuesta constituye una herramienta de gran utilidad en el estudio de las
propiedades s´ısmicas de medios porosos altamente heteroge´neos. Recientemente se ha
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Figura 3.6: Curvas de Sefe (h
ef ) (izquierda) y Kefr (S
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e ) (derecha). Resultado de la si-
mulacio´n considerando un medio homoge´neo con la textura de las fracturas y con la
textura de la matriz. Los puntos corresponden a los valores simulados y las l´ıneas de
trazo a los modelos de van Genuchten (vG) para ambas texturas.
demostrado que la permeabilidad de medios porosos heteroge´neos esta´ estrechamente
vinculada con los mecanismos de atenuacio´n y dispersio´n de ondas s´ısmicas. Cuando una
onda s´ısmica se propaga a trave´s de un medio poroso saturado que presenta heterogenei-
dades mesosco´picas (esto es, heterogeneidades de taman˜o mayor que la escala poral pero
menores que la longitud de onda s´ısmica) se establecen gradientes de presio´n locales que
inducen el flujo a trave´s de los l´ımites de las heterogeneidades. Este mecanismo es el
denominado Flujo Inducido por Ondas (WIFF2) y es uno de los mecanismos ma´s impor-
tantes en el estudio de la atenuacio´n y dispersio´n de ondas s´ısmicas en medios porosos
con heterogeneidades mesosco´picas [75]. La existencia de este mecanismo establece un
v´ınculo entre la respuesta s´ısmica y la permeabilidad del medio, lo que ha llevado a
la definicio´n de un nuevo concepto de permeabilidad. Se define la permeabilidad s´ısmica
como la permeabilidad efectiva (es decir, representativa del medio heteroge´neo) que logra
predecir la atenuacio´n y dispersio´n sufrida por las ondas s´ısmicas en dicho medio.
Desafortunadamente no existe en la actualidad un me´todo que permita estimar la
permeabilidad s´ısmica para este tipo de medios. Una alternativa viable consiste en reem-
plazar el campo de permeabilidad por un campo homoge´neo equivalente que logre prede-
cir las mismas curvas de atenuacio´n y dispersio´n observadas para el medio heteroge´neo.
2del ingle´s Wave Induced Fluid Flow.
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Figura 3.7: Muestra de roca con heterogeneidades de tipo fractal.
Dado que la permeabilidad hidra´ulica efectiva es una cantidad representativa del flujo
que puede desarrollarse en una muestra, es razonable suponer que la misma este´ vincu-
lada con la permeabilidad s´ısmica, y es por ello que su determinacio´n resulta de intere´s
en este tipo de estudios.
El ana´lisis que se presenta en esta seccio´n consiste en comparar las curvas de atenua-
cio´n y dispersio´n de una muestra de roca heteroge´nea con las curvas que se obtienen al
reemplazar el campo de permeabilidad heteroge´neo por un campo homoge´neo equivalente.
Como valores equivalentes se utilizara´n la permeabilidad efectiva κef calculada mediante
el me´todo propuesto, y los valores que se obtienen del promedio aritme´tico (κA) y el
promedio armo´nico (κH) del campo de permeabilidad, esto es:
κA =
∫
Ω
κ(x) dV∫
Ω
dV
, (3.68)
κH =
(∫
Ω
κ−1(x) dV∫
Ω
dV
)−1
. (3.69)
Las curvas de atenuacio´n y dispersio´n para los distintos campos de permeabilidad son
calculados utilizando un test de compresio´n desarrollado por Rubino [88].
Para el ana´lisis propuesto se considerara´ una muestra con un alto grado de hetero-
geneidad en el campo de permeabilidad. Al igual que en el caso de rocas fracturadas, se
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supondra´ que el medio es de tipo binario, es decir, constituido por dos tipos de textura:
una matriz de baja permeabilidad y una distribucio´n de manchas (“patches”) de alta
permeabilidad. Ambas texturas poseen un marcado contraste en la compresibilidad; el
material ma´s permeable correspondiente a las manchas posee mayor compresibilidad que
la matriz. La distribucio´n espacial de las manchas es de tipo fractal y puede generarse
utilizando una funcio´n espectral de tipo von-Karman. Para mayores detalles de la apli-
cacio´n de las funciones espectrales al estudio de medios porosos heteroge´neos se refiere
a los trabajos [90, 91, 110]. En la Fig. 3.7 se ha representado una muestra de 15 cm de
lado, discretizada mediante una malla regular de 150 × 150 elementos. Las regiones de
color negro corresponden a la matriz de baja permeabilidad y las de color blanco a las
manchas de alta permeabilidad. Para este ejemplo supondremos que las permeabilidades
de la matriz y las manchas son 2.69× 10−3D y 3.458 D, respectivamente. Para calcular
la permeabilidad hidra´ulica efectiva κef basta imponer un gradiente hidra´ulico efectivo
tal que hef sea positiva.
La Fig. 3.8 muestra el complejo patro´n de flujo resultante de la simulacio´n nume´rica.
La escala de colores es proporcional a la magnitud de |q|. Comparando las Figs. 3.7
y 3.8 puede observarse una fuerte correlacio´n entre el campo de flujo y la distribucio´n
de heterogeneidades de la muestra. Como era de esperar, los valores ma´ximos de |q| se
corresponden con zonas de alta permeabilidad.
La permeabilidad hidra´ulica efectiva se obtiene a partir del campo de flujo y del
valor del gradiente efectivo, como se describio´ en la seccio´n (3.6), dando como resultado
κef = 7.648 × 10−3D. Por su parte, los valores de la media aritme´tica y la media
armo´nica fueron calculados utilizando (3.68) y (3.69), obtenie´ndose: κA = 1.0738 D y
κH = 3.903× 10−3D.
Utilizando el test de compresio´n desarrollado por Rubino [88] se calcularon las curvas
de atenuacio´n y dispersio´n para la muestra con campo de permeabilidad heteroge´nea y
para los 3 campos homoge´neos equivalentes κef , κA y κH . En la Fig. 3.9 se muestran
las curvas en funcio´n de la frecuencia obtenidas en cada caso. La curva de atenuacio´n
esta´ expresada en te´rminos del valor inverso del factor de calidad (1/Qp) y la curva de
dispersio´n en te´rminos de la velocidad de fase Vp. Como puede observarse, no existe un
valor de permeabilidad equivalente que permita reproducir el comportamiento s´ısmico de
la muestra en todo el rango de frecuencias. Este hecho permite concluir que la permeabi-
lidad s´ısmica es un para´metro dina´mico, es decir dependiente de la frecuencia de las ondas
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Figura 3.8: Mo´dulo del campo de flujo (normalizado) resultante del experimento nume´-
rico.
s´ısmicas [74]. Sin embargo, como puede observarse en la Fig. 3.9, en el rango de bajas
frecuencias la permeabilidad efectiva calculada con la metodolog´ıa propuesta reproduce
en forma adecuada la atenuacio´n y dispersio´n de la muestra heteroge´nea. Este resultado
permite concluir que la permeabilidad hidra´ulica efectiva coincide con la permeabilidad
s´ısmica en este rango de frecuencias, lo que constituye un aporte importante ya que
permite vincular para´metros s´ısmicos con propiedades hidra´ulicas del medio poroso. Los
resultados del presente ana´lisis fueron publicados en dos trabajos recientes [86, 87].
3.10 Conclusiones
En este Cap´ıtulo se ha presentado una te´cnica nume´rica para obtener relaciones constitu-
tivas en medios porosos heteroge´neos bidimensionales. Se presentaron las hipo´tesis y los
me´todos nume´ricos para la representacio´n matema´tica de rocas fracturadas y se ilustro´
la aplicacio´n de la te´cnica mediante el ca´lculo de las relaciones constitutivas para dos
muestras de roca. Finalmente, la te´cnica nume´rica fue aplicada al ca´lculo de la permea-
bilidad efectiva en rocas con heterogeneidades de tipo fractal, resaltando la importancia
de esta aplicacio´n particular al estudio de las propiedades s´ısmicas de medios porosos
heteroge´neos.
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Figura 3.9: Curva del valor inverso del factor de calidad 1/Qp (arriba) y velocidad de
fase Vp (abajo) como funcio´n de la frecuencia para la muestra heteroge´nea de la Fig. 3.7
(κ het.) y para los campos de permeabilidad homoge´nea κef , κA y κH .
Cap´ıtulo 4
Disen˜o de experimentos nume´ricos 3D
En este Cap´ıtulo se presenta una extensio´n al caso tridimensional del me´todo nume´rico
presentado en el Cap´ıtulo 3. Dado que la u´nica complejidad adicional en el caso 3D radica
en que se agrega una dimensio´n, se omiten los detalles del algoritmo, los cuales forman
parte del Ape´ndice A. La aplicacio´n del me´todo es ilustrada mediante dos ejemplos.
En el primero se obtienen y analizan las relaciones constitutivas de una muestra de
roca fracturada tridimensional. En el segundo se efectu´a un ana´lisis comparativo de la
conductividad hidra´ulica efectiva estimada mediante simulaciones 3D y 2D sobre una
misma muestra de roca heteroge´nea con una distribucio´n lognormal de conductividad
hidra´ulica. La muestra 3D es generada mediante un algoritmo de bandas rotantes o tipo
turning bands y para su representacio´n bidimensional se considera un nu´mero de cortes
extraidos de la misma. Las aplicaciones que se presentan en este Cap´ıtulo forman parte
de los trabajos [41], [65], [70] y [71].
4.1 Planteo matema´tico del experimento
El experimento 3D sera´ planteado en forma ana´loga al caso 2D. Comenzamos por con-
siderar una muestra con forma de prisma rectangular como la que se ilustra en la
Fig. 4.1. La misma ocupa el dominio Ω = [0, Lx] × [0, Ly] × [0, Lz] con frontera Γ =
ΓL ∪ ΓR ∪ ΓF ∪ ΓB ∪ ΓD ∪ ΓU , y esta´ orientada de modo que el eje z positivo es antipa-
ralelo a la direccio´n de la gravedad. Notar que en el caso 3D se agregan las caras ΓF y
ΓB 1. Supondremos que la muestra se encuentra impermeabilizada en sus caras laterales
ΓL,ΓR,ΓF y ΓB, y sometida a alturas de presio´n constante en sus caras horizontales ΓD
y ΓU . Bajo estas condiciones, y asumiendo las mismas hipo´tesis que en el caso bidimen-
sional, el problema diferencial que describe el flujo no saturado en la muestra 3D puede
1del ingle´s Front (delante) y Back (detra´s).
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Figura 4.1: Muestra 3D de medio poroso (izquierda) y representacio´n matema´tica de su
dominio (derecha).
plantearse del siguiente modo: Hallar (h,q) : Ω× Ω→ R×R3 tal que:
∇.q = 0, (x, y, z) ∈ Ω, (4.1)
q = −K(h)∇ (h+ z) , (x, y, z) ∈ Ω, (4.2)
h = hD, (x, y, z) ∈ ΓD, (4.3)
h = hU , (x, y, z) ∈ ΓU , (4.4)
q.ν = 0, (x, y, z) ∈ ΓL ∪ ΓR ∪ ΓF ∪ ΓB, (4.5)
siendo ν el versor normal externo a la cara considerada. Como puede observarse, el
problema (4.1)-(4.5) es equivalente a (3.1)-(3.5) y por tanto puede ser resuelto utilizando
la misma metodolog´ıa. En este caso el dominio es particionado mediante una malla de
subdominios con forma de prisma rectangular, y para la formulacio´n de´bil del problema
se utilizan nuevamente los espacios de Raviart-Thomas-Nedelec de orden cero (RTN0).
Los detalles del algoritmo para la resolucio´n nume´rica del problema (4.1)-(4.5) se han
incluido en el Ape´ndice A. La implementacio´n del algoritmo fue realizada mediante un
co´digo desarrollado en lenguaje Fortran.
4.2 Ca´lculo de las relaciones constitutivas
En esta seccio´n se presentara´n las expresiones discretas para el ca´lculo de las relaciones
constitutivas en el caso 3D. Las expresiones no discretas (3.52), (3.53), (3.58) y (3.60) que
hemos introducido en la seccio´n (3.6) sera´n igualmente va´lidas, puesto que en las mismas
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no se hace referencia a la dimensio´n espacial. El experimento nume´rico para obtener las
relaciones constitutivas es ide´ntico al descrito en la seccio´n (3.2). Esto es, se establece
un gradiente de presio´n imponiendo valores predeterminados de altura de presio´n hD y
hU en las caras horizontales ΓD y ΓU , y considerando flujo nulo en las caras laterales
ΓL ∪ ΓR ∪ ΓF ∪ ΓB.
El valor efectivo del contenido volume´trico de agua podra´ obtenerse aproximando
(3.53) mediante:
θef =
1
LxLyLz
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
θ(hj,k,l)∆xj∆yk∆zl, (4.6)
siendo hj,k,l la altura de presio´n en el elemento Ωj,k,l. Ana´logamente, los valores residual
y ma´ximo de contenido de agua se aproximara´n como:
θefr =
1
LxLyLz
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
θr,j,k,l∆xj∆yk∆zl, (4.7)
θefs =
1
LxLyLz
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
θs,j,k,l∆xj∆yk∆zl. (4.8)
Luego, la saturacio´n efectiva Sefe podra´ calcularse de la siguiente manera:
Sefe =
θef − θefr
θefs − θefr
=
∑Nx,Ny ,Nz
j=1,k=1,l=1 [θ(hj,k,l)− θr,j,k,l] ∆xj∆yk∆zl∑Nx,Ny ,Nz
j=1,k=1,l=1 [θs,j,k,l − θr,j,k,l] ∆xj∆yk∆zl
. (4.9)
El flujo efectivo qef podra´ obtenerse calculando en forma discreta el flujo neto a trave´s
de la cara inferior ΓD (ver ecuacio´n (3.58)):
qef =
∑Nx,Ny
j=1,k=1 q
D
j,k,1∆xj∆yk
LxLy
, (4.10)
mientras que la conductividad hidra´ulica efectiva se obtiene a partir de (3.60) y (4.10):
Kef (hef ) =
qef(
hU−hD
Lz
+ 1
) =
∑Nx,Ny
j=1,k=1 q
D
j,k,1∆xj∆yk
LxLy
(
hU−hD
Lz
+ 1
) . (4.11)
La conductividad hidra´ulica saturada Kefs puede calcularse en forma ana´loga a (4.11)
considerando un valor arbitrario de altura de presio´n positiva. Finalmente Kefr puede
obtenerse a partir de (3.64) utilizando los valores estimados de Kef y Kefs .
Utilizando las expresiones definidas en esta seccio´n pueden obtenerse todas las can-
tidades efectivas de la muestra correspondientes a la altura de presio´n efectiva hef . Las
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curvas θef (hef ) y Kef (hef ) se obtienen repitiendo el experimento nume´rico para distintos
valores de hef , tal como se realiza en las determinaciones experimentales de laboratorio.
Los ca´lculos que se han presentado en esta seccio´n fueron implementados mediante
el disen˜o de subrutinas Fortran acopladas al co´digo de simulacio´n 3D. En la seccio´n
siguiente se presentara´ un ejemplo del ca´lculo de relaciones constitutivas aplicado al caso
particular de rocas fracturadas.
4.3 Relaciones constitutivas para rocas fracturadas 3D
Las fracturas 3D sera´n representadas por prismas rectangulares de seccio´n cuadrada que
se desarrollan en torno de los centros de fractura. Las fracturas se asumen paralelas a
los planos cartesianos con una ubicacio´n aleatoria dentro del dominio de simulacio´n. La
apertura b y longitud L de las fracturas nuevamente esta´n relacionadas por la ley fractal
(3.67). En la Fig. 4.2 se ha representado en forma esquema´tica una posible configuracio´n
espacial para 5 fracturas generadas mediante el me´todo propuesto.
z
y
x
L
L
b
Figura 4.2: Representacio´n esquema´tica de la distribucio´n espacial de las fracturas y sus
dimensiones.
Para el ca´lculo de las relaciones constitutivas se ha considerado una muestra cu´bica
de 10 cm de lado, discretizada mediante una particio´n regular de 50× 50× 50 elementos.
La red de fracturas posee un u´nico valor de apertura b = 2 mm, siendo los para´metros
de la ley fractal d = 1.13 y c = 0.02. El nu´mero de fracturas generadas es 300 y para
la caracterizacio´n hidra´ulica de la muestra se han utilizado nuevamente los para´metros
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de van Genuchten que se listan en la Tabla 3.1. En la Fig. 4.3 (a) se ha representado
una vista del patro´n de fracturas sobre la superficie de la muestra utilizando el mismo
criterio de representacio´n que en el caso 2D (fracturas en blanco y matriz en negro).
Para el ejemplo considerado se calculo´ la curva de porosidad en funcio´n del volumen, la
cual se muestra en la Fig. 4.3 (b). Al igual que en el caso bidimensional se observa un
comportamiento erra´tico para volu´menes pequen˜os, tendiendo a estabilizarse a medida
que el volumen aumenta. Para el taman˜o ma´ximo puede considerarse que la muestra
constituye un REV de roca fracturada.
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Figura 4.3: Muestra de roca fracturada (a) y porosidad en funcio´n del taman˜o de la
muestra (b).
Mediante el me´todo propuesto se llevaron a cabo un total de 15 simulaciones para
valores distintos de altura de presio´n efectiva hef (uno de ellos es un valor positivo con
el propo´sito de estimar la conductividad hidra´ulica saturada).
Para definir el gradiente de altura de presio´n en te´rminos de hef se ha utilizado el
criterio descrito en la seccio´n (3.7). Para cada valor de hef se resolvio´ el problema (4.1)-
(4.5) y se estimaron los campos h y q. A partir de ellos se calcularon Sefe yK
ef
r empleando
las fo´rmulas (4.9) y (4.11).
La Fig. 4.4 muestra los valores simulados de Sefe versus h
ef (izquierda) y los de Kefr
como funcio´n de Sefe (derecha). La figura incluye adema´s las curvas de van Genuchten
correspondientes al material de la matriz y las fracturas. Como puede observarse los
resultados son comparables a los obtenidos en el caso 2D. Para valores pequen˜os de |hef |
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Figura 4.4: Saturacio´n efectiva simulada (izquierda) y conductividad hidra´ulica relativa
simulada (derecha).
(esto es, valores de saturacio´n efectiva cercanos a 1) los valores simulados de Sefe y K
ef
r
son similares a los valores de la curva de van Genuchten correspondientes a las fracturas.
Este comportamiento sugiere que, cerca de la saturacio´n, el flujo de agua en la muestra
de roca esta´ fuertemente determinado por las propiedades hidra´ulicas de las fracturas. A
medida que aumenta |hef |, tanto Sefe como Kefr se apartan de la curva de las fracturas,
acerca´ndose en forma progresiva a la curva de la matriz. Esto se debe a que para valores
muy bajos de saturacio´n, la conductividad hidra´ulica de las fracturas es menor que la de
la matriz (contrariamente a lo que ocurre para valores altos de saturacio´n), resultando
un flujo dominado exclusivamente por la matriz.
El comportamiento observado en las relaciones constitutivas simuladas resulta ma´s
evidente al analizar el campo de flujo resultante en cada simulacio´n. En la Fig. 4.5 se
han incluido tres gra´ficos del mo´dulo del vector de flujo |q| normalizado para la muestra
considerada. Los gra´ficos (b), (c) y (d) corresponden a tres valores distintos de hef : -30,
-45 y -60 cm, respectivamente. No´tese que para hef = −30 cm los valores ma´ximos de |q|
se verifican en las fracturas, indicando su mayor aporte al flujo para este valor de altura
de presio´n. Para hef = −45 cm el flujo tiene una magnitud aproximadamente constante
en toda la muestra. En este caso, tanto la matriz como las fracturas contribuyen del
mismo modo al flujo total. Por u´ltimo, para hef = −60 cm la saturacio´n en las fracturas
es lo suficientemente pequen˜a como para que la conductividad en las mismas sea menor
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Figura 4.5: Muestra de roca fracturada (a) y gra´ficos del mo´dulo de flujo normalizado
para hef = −30 (b),−45 (c) y −60 (d) cm.
que en la matriz, resultando esta u´ltima la principal contribuyente al flujo total en la
muestra.
4.4 Conductividad hidra´ulica en medios porosos heteroge´neos 2D y 3D
Por cuestiones de ı´ndole pra´ctica y costo computacional, las propiedades efectivas se
obtienen generalmente bajo la hipo´tesis de que el medio poroso es bidimensional. En
esta seccio´n se analizara´ y discutira´ la validez de esta hipo´tesis comparando los resul-
tados de experimentos nume´ricos 3D y 2D sobre una muestra de roca heteroge´nea. En
particular se estudiara´ la conductividad hidra´ulica efectiva en condiciones de saturacio´n
total, puesto que dicha cantidad suele presentar grandes variaciones al tratar con medios
porosos heteroge´neos. Notar que bajo estas condiciones, la ecuacio´n (2.25) se reduce a
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Kef = Kefs .
La muestra sera´ generada utilizando una distribucio´n lognormal, la cual resulta ade-
cuada para representar las heterogeneidades presentes en la conductividad hidra´ulica [24].
El algoritmo utilizado para generar el campo heteroge´neo es de tipo turning bands
[48, 62]. Este algoritmo permite generar campos heteroge´neos con cierto grado de co-
rrelacio´n espacial, como se vera´ en la seccio´n siguiente.
La conductividad hidra´ulica efectiva Kef de la muestra sera´ estimada utilizando el
me´todo nume´rico propuesto. El valor obtenido sera´ comparado con los valores equi-
valentes dados por la media aritme´tica, la media geome´trica y la media armo´nica, los
cuales pueden calcularse directamente a partir del campo de conductividad de la mues-
tra. Finalmente, con el propo´sito de estudiar el efecto de la dimensio´n espacial, se
comparara´ la conductividad hidra´ulica efectiva de la muestra con las conductividades
efectivas obtenidas aplicando el me´todo propuesto a un nu´mero de cortes 2D de la mues-
tra 3D. Este sencillo ana´lisis permitira´ determinar la validez de la aproximacio´n 2D de
la muestra considerada.
4.4.1 Generacio´n de la muestra de roca heteroge´nea
En esta seccio´n se decribe brevemente el procedimiento computacional para generar una
muestra sinte´tica de roca con una distribucio´n lognormal de conductividad hidra´ulica
utilizando un algoritmo de tipo turning bands o bandas giratorias. El nombre del algo-
ritmo hace referencia a la te´cnica utilizada para generar un campo con una determinada
correlacio´n espacial. Para mayor detalle sobre los fundamentos de esta te´cnica y su
implementacio´n se refiere a [48] y [62].
Supondremos que la muestra de roca ocupa un dominio cu´bico Ω de lado L, donde el
campo de conductividad K(x) es de tipo lognormal, esto es, el campo Y (x) = ln(K(x))
es de tipo gaussiano. Notar que hemos utilizado el s´ımbolo x para hacer referencia a un
punto arbitrario (x, y, z) del dominio de la muestra. Esto se realiza a efectos de simplificar
la notacio´n.
Siguiendo a Desbarats [25] asumiremos que Y (x) es estacionario y ergo´dico. Con
estas hipo´tesis, el campo gaussiano queda definido por sus momentos de primer y segundo
orden:
E[Y (x)] = α, (4.12)
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Cov[Y (x), Y (x+ r)] = C(|r|), (4.13)
V ar[Y (x)] = σ2, (4.14)
donde α, C(|r|) y σ2 son, respectivamente, la media, la covarianza y la varianza del
campo gaussiano. La funcio´n de covarianza se asume isotro´pica y de tipo exponencial
simple:
C(r) = σ2e−br, (4.15)
siendo b el inverso de la distancia de correlacio´n y r = |r| la distancia entre dos puntos
arbitrarios de la muestra.
Para implementar el algoritmo turning bands es necesario definir un nu´mero Ns de
semirrectas en R3, cuyo origen comu´n sea un punto arbitrario y cuya orientacio´n en el
espacio este´ uniformemente distribuida. Llamaremos ui al versor directriz de la i -e´sima
semirrecta. A lo largo de la direccio´n dada por ui se define una particio´n regular en bandas
transversales de un ancho prefijado ∆ξ (en 3D estas bandas son prismas rectangulares) y
se genera un proceso estacionario discreto de segundo orden con media cero y covarianza
C1(ξ) dada por:
C1(ξ) =
d
dξ
[ξC(ξ)] = σ2(1− bξ)e−bξ, (4.16)
siendo ξ la distancia al origen medida sobre la semirrecta. Particionando el dominio de la
muestra en elementos cu´bicos Ωj el proceso estacionario unidimensional permite definir
en cada elemento, una cantidad Ns de valores zi(ξj) = zi(xj.ui), con i = 1, .., Ns, siendo
ξj la distancia entre el origen comu´n de las semirrectas y la proyeccio´n del punto xj
(posicio´n del elemento Ωj) sobre la semirrecta de directriz ui. Finalmente, se asigna al
elemento Ωj el valor:
Z(xj) =
1√
Ns
Ns∑
i=1
zi(xj.ui). (4.17)
De esta manera, el campo Z resultante es estacionario de segundo orden e iso´tropo, cuya
media es cero y su funcio´n de covarianza espacial esta´ dada por (4.15) [62]. El paso
siguiente es definir Y (xj) en te´rminos de Z(xj) como:
Y (xj) = α+ Z(xj). (4.18)
Dado que Y es gaussiano, las estad´ısticas de K pueden escribirse del siguiente modo:
E[K(x)] = eα+σ
2/2, (4.19)
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Figura 4.6: Realizacio´n 3D (izquierda) y gra´fico de covarianza (derecha) para un campo
Y (x) generado utilizando el algoritmo turning bands.
V ar[K(x)] =
(
eσ
2 − 1
)
e2α+σ
2
. (4.20)
En la Fig. 4.6 se ilustra una realizacio´n 3D obtenida con el algoritmo descrito que
fue implementado en lenguaje Fortran. Para este ejemplo se ha considerado una muestra
de 10 cm de lado discretizada mediante una malla de 50 × 50 × 50 elementos, y se
utilizaron Ns = 10
4 semirrectas uniformememente distribuidas, centradas en el origen de
coordenadas. Las estad´ısticas del campo Y (x) son α = 0, σ2 = 1 y b = 1 cm−1. El ancho
de las bandas del algoritmo turning bands es de 0.4 cm (aproximadamente 62 bandas por
l´ınea). En la gra´fica de la izquierda puede visualizarse la distribucio´n de magnitudes de
Y sobre la superficie de la muestra. La gra´fica de la derecha muestra, en l´ınea continua,
la funcio´n de covarianza teo´rica unidimensional dada por la ecuacio´n (4.16), junto con
los valores nume´ricos que se obtienen al calcular dicha covarianza en la direccio´n de
uno de los ejes coordenados. Debido a la isotrop´ıa del campo las curvas de covarianza
resultan similares si se las calcula a lo largo de cualquier direccio´n espacial. Como puede
observarse, el algoritmo implementado puede generar con buena aproximacio´n un campo
gaussiano con una dada funcio´n de covarianza.
Finalmente, el campo de conductividad hidra´ulica K(x) que verifica las estad´ısticas
(4.19) y (4.20) se obtiene a partir de Y (x) mediante:
K(x) = eY (x). (4.21)
En la seccio´n siguiente se obtendra´ la conductividad hidra´ulica efectiva para una muestra
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generada mediante el algoritmo descrito.
4.4.2 Ca´lculo de la conductividad hidra´ulica efectiva
Para este ejemplo se ha calculado un campo de conductividad hidra´ulicaK(xj) utilizando
la misma realizacio´n Z(xj) generada para la muestra de la Fig. 4.6. Los para´metros es-
tad´ısticos que representan al campo de conductividad hidra´ulica son E[K(x)] = 100 cm/d
y V ar[K(x)] = 104 cm2/d2.
Con la te´cnica propuesta se calculo´ el valor efectivo de conductividad hidra´ulica para
la muestra 3D en condiciones de saturacio´n total. Con el fin de comparar el resultado
se calcularon adema´s las conductividades equivalentes dadas por la media aritme´tica
KA, la media geome´trica KG y la media armo´nica KH. Si bien estas cantidades carecen
de sentido f´ısico, han sido ampliamente utilizadas como valores representativos de la
conductividad hidra´ulica efectiva [25, 92]. Las medias KA, KG y KH se definen a partir
del campo de conductividad hidra´ulica de la siguiente manera:
KA =
∫
Ω
K(x)dV∫
Ω
dV
, (4.22)
KG = exp
(∫
Ω
ln (K(x)) dV∫
Ω
dV
)
, (4.23)
KH =
(∫
Ω
K(x)−1 dV∫
Ω
dV
)−1
. (4.24)
El valor de conductividad hidra´ulica efectiva Kef calculado para el presente ejem-
plo fue de 107.32 cm/d, mientras que para los valores equivalentes se obtuvo: KA =
152.61 cm/d, KG = 100 cm/d y KH = 65.17 cm/d. No´tese que el valor efectivo estimado
para la muestra 3D es semejante al valor de la media geome´trica. Esta semejanza es una
caracter´ıstica propia de los campos heteroge´neos lognormal [25] y en general no se verifica
al tratar con otro tipo de heterogeneidad. Por ejemplo, en el caso de la roca fracturada de
la seccio´n (4.3) la conductividad hidra´ulica efectiva resulto´ Kef = 98.58 cm/d, mientras
que para los valores equivalentes se obtuvo: KA = 209.71 cm/d, KG = 20.02 cm/d y
KH = 0.69 cm/d. Obse´rvese que en este caso K
ef y KG difieren casi en un orden de
magnitud.
Para evaluar el efecto que produce la aproximacio´n de la muestra 3D mediante una
representacio´n bidimensional, se han extraido de la muestra 50 cortes verticales transver-
sales al eje x, y se llevo´ a cabo un ana´lisis equivalente en 2D. La Fig. 4.7 muestra los
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Figura 4.7: Conductividad hidra´ulica efectiva, expresada en cm/d, para la muestra 3D
(Kef (3D)) y para las 50 muestras 2D (Kef (2D)).
valores obtenidos para los 50 cortes 2D junto con el valor calculado para la muestra 3D.
Puede observarse que los valores correspondientes a los cortes no coinciden en general
con el valor efectivo de la muestra, difiriendo de este en algunos casos hasta en un 25 %.
Ma´s au´n, si se considera como valor representativo de las 50 muestras 2D el promedio de
las conductividades hidra´ulicas efectivas (95.39 cm/d), este valor resulta inferior al valor
efectivo obtenido para la muestra 3D (107.32 cm/d).
Los valores equivalentes de conductividad hidra´ulica KA, KG y KH tambie´n fueron
calculados para cada uno de los cortes 2D, y los resultados se muestran en la Fig. 4.8 junto
con los correspondientes valores efectivos. Como puede observarse, al igual que en el caso
3D la media geome´trica es la que ma´s se aproxima al valor efectivo. Sin embargo, en este
caso, todos los valores efectivos resultan levemente inferiores a la media geome´trica.
Para finalizar, en la Fig. 4.9 se muestra el mo´dulo del vector de flujo normalizado
para simulaciones 2D y 3D de la muestra. La gra´fica de la izquierda corresponde a un
corte vertical en el centro de la muestra 3D, donde puede observarse el patro´n de flujo
resultante. El campo de flujo de la muestra 2D correspondiente a este corte se muestra
en el gra´fico derecho de la Fig. 4.9. Como era de esperar los patrones de flujo son
similares pero no ide´nticos, ya que los caminos preferenciales de flujo en el caso 3D son
ma´s complejos y no esta´n limitados a un u´nico plano.
Este sencillo ejemplo ha permitido demostrar la importancia de considerar medios
3D para calcular las propiedades efectivas de un medio poroso. La hipo´tesis de que
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Figura 4.8: Conductividad hidra´ulica efectiva, expresada en cm/d, para los 50 cortes 2D
de la muestra (Kef (2D)) y sus respectivos valores equivalentes KA, KG y KH .
Figura 4.9: Mo´dulo del vector de flujo 3D (izquierda) y 2D (derecha). Las tonalidades
ma´s claras corresponden a mayores intensidades.
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una muestra se puede representar por un dominio 2D limita los caminos preferenciales
de flujo. Estas variaciones en el patro´n de flujo modifican sensiblemente el valor de la
conductividad efectiva que se obtiene mediante una representacio´n 2D. Los errores que
se cometen en la representacio´n 2D pueden ser significativos y dependera´n esencialmente
del patro´n espacial que presente la heterogeneidad.
Resulta importante remarcar que en el ejemplo presentado se ha trabajado con una
u´nica muestra de roca pues el objetivo era analizar la diferencia entre las representa-
ciones 2D y 3D del medio poroso. Sin embargo, cualquier caracterizacio´n precisa de las
propiedades hidra´ulicas debe realizarse en te´rminos estad´ısticos sobre la base de un gran
nu´mero de realizaciones.
4.5 Conclusiones
En este Cap´ıtulo se ha presentado una extensio´n al caso tridimensional de la te´cnica
nume´rica propuesta en el Cap´ıtulo 3 para el ca´lculo de relaciones constitutivas en medios
porosos heteroge´neos. El me´todo ha sido ilustrado mediante dos ejemplos. En el primero
se han obtenido las relaciones constitutivas para una muestra de roca fracturada gene-
rada mediante un me´todo ana´logo al utilizado en el caso 2D. Las relaciones constitutivas
calculadas para este ejemplo presentan un comportamiento cualitativamente similar al
caso 2D. En el segundo ejemplo se efectuo´ un ana´lisis comparativo entre la conductividad
hidra´ulica efectiva calculada para una muestra de roca 3D con heterogeneidades de tipo
lognormal y las correspondientes conductividades calculadas para muestras 2D represen-
tativas de la muestra 3D. A partir de este ejemplo se ha podido concluir que los valores
efectivos 2D pueden diferir del valor efectivo de la muestra dependiendo del corte que se
considere, lo que muestra la importancia de considerar medios 3D para la determinacio´n
de las propiedades efectivas.
Cap´ıtulo 5
Modelos constitutivos anal´ıticos para rocas fracturadas
En este Cap´ıtulo se presenta una derivacio´n teo´rica de un modelo constitutivo va´lido
para la caracterizacio´n del flujo bifa´sico (aire y agua) en rocas fracturadas. El modelo
conceptual asume que la red de fracturas puede representarse por un objeto fractal de-
nominado carpeta de Sierpinski. Utilizando relaciones capilares cla´sicas y leyes de flujo
se derivan expresiones anal´ıticas cerradas para la saturacio´n efectiva y la permeabilidad
relativa del aire y del agua. Cuando se asume que el aire se encuentra en reposo, las
curvas de saturacio´n efectiva y permeabilidad relativa del agua conforman un modelo
constitutivo va´lido para la descripcio´n del flujo no saturado de agua (flujo monofa´sico).
Este modelo es validado mediante la comparacio´n con el modelo cla´sico de Burdine [15] y
mediante el ajuste con las relaciones constitutivas simuladas en los Cap´ıtulos 3 y 4 para
rocas fracturadas. Los modelos que se presentan en este Cap´ıtulo forman parte de los
trabajos [66] y [69].
5.1 Introduccio´n
En los Cap´ıtulos 3 y 4 se han presentado te´cnicas nume´ricas que permiten obtener las
relaciones constitutivas de rocas heteroge´neas sinte´ticas. Estas te´cnicas resultan parti-
cularmente u´tiles al tratar con rocas fracturadas, puesto que para este tipo de medios
la determinacio´n de la conductividad hidra´ulica mediante experimentos de laboratorio
es muy dificultosa y como consecuencia los datos disponibles son muy escasos [59, 103].
Otra alternativa a la medicio´n directa es el empleo de fo´rmulas predictivas que permiten
obtener la curva de conductividad hidra´ulica a partir de la curva de saturacio´n, cuya
determinacio´n en laboratorio no presenta mayores inconvenientes. Las fo´rmulas predic-
tivas de K(S) son ampliamente utilizadas, y entre ellas se destacan las de Burdine [15]
y Mualem [73] cuyas expresiones fueron presentadas en el Cap´ıtulo 2. Estas fo´rmulas
cla´sicas han sido desarrolladas para medios porosos de estructura granular (sedimentar-
ios), no existiendo en la literatura fo´rmulas equivalentes aplicables a rocas fracturadas.
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A pesar de esto, la fo´rmula de Burdine ha sido utilizada por Liu y Bodvarsson [59]
y por Guarracino y Quintana [42] para predecir la conductividad hidra´ulica en rocas
fracturadas empleando distintas expresiones para la curva de saturacio´n. La eleccio´n del
modelo conceptual de Burdine se basa en la simplicidad de la geometr´ıa poral que resulta
ma´s adecuada para representar el flujo en fracturas.
En este Cap´ıtulo se propone un nuevo modelo conceptual para la representacio´n de
un REV de roca fracturada. El modelo se basa en la hipo´tesis de que el patro´n de
fracturas del REV es de tipo fractal. La autosimilitud es una propiedad caracter´ıstica
de los objetos fractales, que ha sido observada en redes de fracturas por varios autores
[104, 77, 6, 9]. Para representar la red de fracturas se utiliza la carpeta de Sierpinski. Este
objeto fractal ha permitido obtener resultados muy satisfactorios en la descripcio´n del
contenido de agua y la conductividad hidra´ulica de medios porosos granulares. Basados
en las propiedades geome´tricas de la carpeta, Tyler y Wheatcraft [106] han obtenido
curvas de contenido de agua y han relacionado la dimensio´n fractal con la textura del
suelo. Para el caso particular de rocas fracturadas, Guarracino [39] utiliza una carpeta
de Sierpinski para obtener expresiones cerradas para la curva del contenido de agua. Una
extensa revisio´n sobre teor´ıas, me´todos, modelos matema´ticos y preguntas abiertas acerca
de las propiedades del flujo y transporte en medios porosos fractales puede encontrarse
en [8, 26, 112].
Al tratar con el problema del flujo bifa´sico inmiscible de agua y aire bajo la aproxi-
macio´n del continuo, la hipo´tesis de Richards deja de ser va´lida. En este caso, ambas
fases pueden fluir en forma simulta´nea, y los vectores de flujo qw y qa se relacionan con
las presiones de las fases respectivas pw y pa a trave´s de una ley de Buckingham-Darcy
(ver ecuacio´n (2.29)). Estas ecuaciones suelen expresarse en te´rminos del gradiente de
presio´n (en lugar del gradiente de altura de presio´n) y de la permeabilidad relativa (en
lugar de la conductividad hidra´ulica). Asimismo, las saturaciones de agua y de aire se
suelen expresar en funcio´n de la presio´n capilar pc en lugar de la altura de presio´n.
A partir de establecer un criterio de ocupacio´n de ambas fases en la muestra de roca
fracturada, se derivan expresiones anal´ıticas cerradas para las curvas de saturacio´n efec-
tiva en funcio´n de la presio´n capilar efectiva. Asumiendo adema´s que ambas fases pueden
fluir en forma simulta´nea y utilizando la ley de flujo entre dos placas paralelas se ob-
tienen expresiones anal´ıticas cerradas para las curvas de permeabilidad relativa del agua
y del aire. Estas expresiones conforman un modelo constitutivo va´lido para la descripcio´n
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del flujo bifa´sico en rocas fracturadas que depende de 5 para´metros independientes: la
dimensio´n fractal de la carpeta de Sierpinski, las aperturas ma´xima y mı´nima de las
fracturas y las saturaciones efectivas de emergencia para el flujo del agua y del aire.
En particular, si se asume que el aire se encuentra en reposo, las curvas de saturacio´n
efectiva y de permeabilidad relativa del agua conforman un modelo constitutivo va´lido
para la descripcio´n del flujo no saturado de agua. Este modelo es validado mediante su
comparacio´n con el modelo cla´sico de Burdine y mediante el ajuste con las relaciones
constitutivas simuladas en los Cap´ıtulos 3 y 4.
5.2 Descripcio´n de la red de fracturas
Para derivar los modelos constitutivos consideraremos un volumen representativo ele-
mental (REV) de roca fracturada. El REV sera´ conceptualizado como un cubo de lado
a formado por una matriz impermeable y una red de fracturas que constituye su espacio
poral (ver Fig. 5.1). Este modelo es similar al modelo cla´sico de tubos capilares rectos,
donde el medio poroso granular se sustituye por un arreglo de tubos paralelos a la di-
reccio´n de flujo y cuya seccio´n transversal es variable (ver Fig. 2.6 (a)). Las fracturas se
asumen paralelas a la direccio´n del flujo y su patro´n de distribucio´n se describe mediante
una carpeta de Sierpinski. Este modelo de roca fracturada es ide´ntico al utilizado por
Guarracino [39] para derivar una curva de contenido de agua.
La carpeta de Sierpinski que describe la distribucio´n espacial de las fracturas se genera
mediante un algoritmo recursivo [106, 105]. Este algoritmo se aplica a un cuadrado de
lado a correspondiente a una seccio´n transversal del REV. El primer nivel de recursio´n se
obtiene al subdividir el cuadrado original en b21 cuadrados elementales de lado x1 = a/b1.
El patro´n de fracturas se genera removiendo una cantidad l1 de estos cuadrados de manera
que formen una red de fracturas de apertura x1 como se muestra en la Fig. 5.2. Para que
la distribucio´n de fracturas sea autosimilar, el patro´n elegido debe repetirse en cada nivel
de recursio´n. Para un nivel de recursio´n arbitrario i, el cuadrado original se subdivide
en b2i cuadrados elementales de lado xi = a/bi, siendo bi = b
i
1. Puede demostrarse que en
cada instancia de recursio´n la carpeta de Sierpinski verifica la siguiente relacio´n [61]:
b2i − li = bDi , (5.1)
donde li es el nu´mero de cuadrados de lado xi necesarios para cubrir el a´rea total ocupada
por las fracturas de apertura X ≥ xi, y D ∈ (1, 2) es la dimensio´n fractal de la carpeta.
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Sierpinski
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x
Figura 5.1: Volumen representativo elemental (REV) de roca fracturada.
Con el objeto de ilustrar el proceso recursivo descrito para la generacio´n de la red
de fracturas, se muestran en la Fig. 5.2 dos niveles de recursio´n para una carpeta de
Sierpinski de dimensio´n fractal D = 1.84 (b1 = 7 y l1 = 13).
Figura 5.2: Dos niveles de recursio´n de una carpeta de Sierpinski con dimensio´n fractal
D=1.84.
Para un valor arbitrario de l, el a´rea ocupada por las fracturas de apertura X ≥ x
esta´ dada por:
A(X ≥ x) = x2l, (5.2)
donde x2 representa el a´rea de un cuadrado elemental. Reemplazando la ecuacio´n (5.1)
en (5.2) se obtiene la siguiente expresio´n para A(X ≥ x) en te´rminos de los para´metros
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de la carpeta de Sierpinski:
A(X ≥ x) = a2 (1− aD−2x2−D) , (5.3)
expresio´n que resulta va´lida para x ≤ a.
El a´rea ocupada por las fracturas cuya apertura se encuentra en el rango (x, x+ dx)
se obtiene diferenciando la ecuacio´n (5.3) con respecto a x:
−dA = (2−D) aDx1−Ddx. (5.4)
El signo negativo en la ecuacio´n (5.4) implica que el a´rea cubierta por fracturas disminuye
con el aumento de la apertura [69].
Es importante destacar que la carpeta de Sierpinski constituye un patro´n geome´trico
que es autosimilar a toda escala menor que el taman˜o inicial de la carpeta. Si el algoritmo
recursivo se repitiera infinitas veces, la apertura de las fracturas ma´s pequen˜as tender´ıa
a cero, y segu´n la ecuacio´n (5.3) las fracturas ocupar´ıan el volumen completo del REV.
Sin embargo en medios reales, el comportamiento fractal solo es va´lido en un rango
finito de escalas limitadas por valores de corte superior e inferior [2]. Para obtener una
representacio´n ma´s realista consideraremos valores de corte ma´ximo xma´x y mı´nimo xmı´n
para las aperturas de las fracturas de la red. Estos valores estara´n definidos a partir
de las aperturas ma´xima y mı´nima observadas en la muestra de roca. El corte inferior
xmı´n resulta dif´ıcil de determinar experimentalmente. Comu´nmente se le asigna un valor
en funcio´n de ciertas consideraciones pra´cticas, como por ejemplo la mı´nima escala de
resolucio´n observable [2, 8].
En el ana´lisis de la dimensio´n fractal de la carpeta de Sierpinski presentado en [39], se
concluye que los valores de D cercanos a 2 corresponden a medios levemente fracturados
(baja densidad de fracturas y aperturas pequen˜as) y los valores cercanos a 1 a medios con
un alto grado de fracturacio´n (alta densidad de fracturas y aperturas grandes). Sin em-
bargo, la dimensio´n fractal no es suficiente para describir en forma un´ıvoca la geometr´ıa
del medio poroso. En el presente estudio, la geometr´ıa de un medio fracturado queda
un´ıvocamente determinada por la dimensio´n fractal de la carpeta de Sierpinski, las aper-
turas ma´xima y mı´nima, y la densidad de fracturas en el primer nivel de recursio´n [80].
En la seccio´n siguiente, el modelo conceptual de roca fracturada que hemos presentado
sera´ utilizado para derivar un modelo constitutivo va´lido para flujo bifa´sico.
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5.3 Modelo constitutivo bifa´sico
En la mayor´ıa de las aplicaciones pra´cticas de hidrogeolog´ıa y ciencias del suelo rela-
cionadas con medios parcialmente saturados se supone que la fase gaseosa (aire) per-
manece a presio´n constante (presio´n atmosfe´rica) por lo que el problema se reduce a la
consideracio´n del movimiento del agua exclusivamente [7]. Como se ha mencionado en
el Cap´ıtulo 2 a esta aproximacio´n se la denomina aproximacio´n de Richards y ha de-
mostrado ser una buena alternativa para la descripcio´n del flujo de agua en la zona no
saturada del suelo [20]. Sin embargo, la descripcio´n del flujo de la fase gaseosa resulta de
importancia en problemas tales como el transporte de componentes orga´nicos vola´tiles
o la remediacio´n del suelo mediante extraccio´n de vapor [96, 32]. En estos casos debe
considerarse un modelo bifa´sico que permita describir el flujo simulta´neo de agua y aire
en el medio poroso.
Las ecuaciones que describen el flujo bifa´sico bajo la aproximacio´n del continuo re-
quieren del conocimiento de las relaciones constitutivas entre las saturaciones, las per-
meabilidades relativas y las presiones de ambas fases. En esta seccio´n se derivara´n ex-
presiones anal´ıticas para las curvas de saturacio´n efectiva y de permeabilidad relativa,
va´lidas para la descripcio´n del flujo inmiscible de agua y de aire en rocas fracturadas.
Para la representacio´n del patro´n de fracturas se utilizara´ el modelo conceptual de roca
fracturada que hemos introducido en la seccio´n anterior. En primer lugar se estable-
cera´ un criterio de ocupacio´n de las fases dentro del REV utilizando relaciones capilares
cla´sicas. Luego se derivara´n las expresiones anal´ıticas para las saturaciones efectivas y
las permeabilidades relativas de ambas fases. El modelo constitutivo propuesto ha sido
publicado en un trabajo reciente [69].
5.3.1 Criterio de ocupacio´n de las fases
Para derivar las relaciones constitutivas es necesario establecer el modo en que el aire y
el agua se distribuyen dentro de la red de fracturas del REV. Asumiendo que el aire y el
agua se encuentran a presiones efectivas constantes pefa y p
ef
w , respectivamente, es posible
definir una presio´n capilar efectiva pefc a partir de la siguiente relacio´n [7]:
pefc = p
ef
a − pefw =
2σcos(β)
xef
, (5.5)
donde σ es la tensio´n superficial, β es el a´ngulo de contacto entre las dos fases, y xef es una
apertura efectiva de la red de fracturas. La ecuacio´n (5.5) solo es va´lida en condiciones
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de equilibrio capilar y se obtiene a partir de (2.21) asumiendo una geometr´ıa poral de
paredes planas paralelas. Luego, para un dado valor de la presio´n capilar efectiva pefc , la
ecuacio´n (5.5) define una fractura de apertura xef para la cual el aire y el agua esta´n en
equilibrio. Para cualquier otro valor de apertura x el fluido ocupante esta´ fluyendo.
El problema del flujo bifa´sico en el medio poroso fracturado puede separarse en dos
problemas de flujo monofa´sico. Para ello asumiremos que las fracturas esta´n ocupadas
completamente por aire o por agua segu´n el criterio propuesto por Pruess y Tsang [82].
El criterio de ocupacio´n de fase de una fractura de apertura x esta´ regida por la presio´n
capilar local pc = 2σcos(β)/x. En una fractura de apertura x, el aire y el agua estara´n en
equilibrio solo cuando la presio´n capilar efectiva pefc coincida con la presio´n capilar local
pc. Si p
ef
c es mayor que pc, la diferencia p
ef
a − pefw (supuesta constante en todo el REV)
resulta superior a la que se corresponde con el equilibrio (pc), por lo que el aire desplazara´
al agua ocupando todo el volumen de la fractura. Inversamente, si pefc es menor que pc,
la diferencia de presiones pefa − pefw esta´ por debajo de la presio´n de equilibrio y en este
caso el agua desplaza al aire ocupando por completo la fractura.
Resulta importante aclarar que este criterio de ocupacio´n ignora el proceso de flujo
de pel´ıculas delgadas adheridas a las paredes de la fractura cuando e´sta se encuentra
parcialmente saturada (film flow). Este proceso podr´ıa constituir un aporte importante
en el flujo no saturado en rocas fracturadas [78]. Para los casos en que el flujo en la´minas
delgadas sea significativo, el modelo propuesto no lograra´ una prediccio´n precisa de las
relaciones constitutivas del medio. El modelo tambie´n ignora posibles efectos de la fase
l´ıquida, como el agua que puede quedar sujeta a rugosidades de las paredes por efecto de
fuerzas de adsorcio´n [82].
A partir de la ecuacio´n (5.5) y del criterio de ocupacio´n adoptado se concluye que
todas las fracturas de apertura x < xef esta´n completamente saturadas de agua mientras
que las de apertura x > xef esta´n ocupadas por aire. El rango de aperturas en el REV
es xmı´n ≤ x ≤ xma´x, luego la ecuacio´n (5.5) es va´lida para el rango de presiones capilares
efectivas pc,mı´n ≤ pefc ≤ pc,ma´x, siendo pc,mı´n = 2σcos(β)/xma´x y pc,ma´x = 2σcos(β)/xmı´n.
No´tese que para pefc < pc,mı´n todas las fracturas esta´n completamente saturadas con agua
y el flujo de aire es nulo. Inversamente, todas las fracturas estara´n saturadas con aire
cuando pefc > pc,ma´x, resultando nulo el flujo de agua.
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5.3.2 Saturaciones efectivas
Segu´n el criterio de ocupacio´n que hemos adoptado, para un dado valor de presio´n capilar
efectiva pefc todas las fracturas de apertura x < x
ef estara´n ocupadas por agua, mientras
que las de apertura x > xef estara´n ocupadas por aire. Teniendo en cuenta la geometr´ıa
del REV ilustrada en la Fig. 5.1, las saturaciones efectivas de agua y aire (Se,w y Se,a)
estara´n dadas por:
Se,w =
∫ xef
xmı´n
a dA∫ xma´x
xmı´n
a dA
, Se,a =
∫ xma´x
xef
a dA∫ xma´x
xmı´n
a dA
. (5.6)
Utilizando la expresio´n de dA dada por (5.4) en las ecuaciones (5.6) e integrando, las
saturaciones efectivas resultan:
Se,w =
(xef )2−D − x2−Dmı´n
x2−Dma´x − x2−Dmı´n
, Se,a =
x2−Dma´x − (xef )2−D
x2−Dma´x − x2−Dmı´n
. (5.7)
Estas u´ltimas pueden expresarse en te´rminos de la presio´n capilar efectiva y de las
presiones capilares ma´xima y mı´nima definidas en la seccio´n anterior:
Se,w(p
ef
c ) =
(pefc )
D−2 − pD−2c,ma´x
pD−2c,mı´n − pD−2c,ma´x
, Se,a(p
ef
c ) =
pD−2c,mı´n − (pefc )D−2
pD−2c,mı´n − pD−2c,ma´x
, (5.8)
No´tese que de las expresiones (5.8) se desprende que Se,w + Se,a = 1 para todo valor de
la presio´n efectiva pefc .
A modo de ilustracio´n la Fig. 5.3 muestra las curvas de saturacio´n efectiva que se
obtienen a partir de (5.8) considerando pc,mı´n = 10 Pa, pc,ma´x = 1000 Pa y D = 1.5.
Como puede observarse, la saturacio´n efectiva del agua toma el valor ma´ximo Se,w = 1
para pefc = pc,mı´n, y disminuye progresivamente con el aumento de p
ef
c hasta alcanzar su
valor mı´nimo Se,w = 0 en p
ef
c = pc,ma´x. Por su parte, como era de esperar, la saturacio´n
efectiva del aire verifica el comportamiento inverso.
Dado que el flujo bifa´sico suele describirse en te´rminos de la saturacio´n efectiva de
agua, seguiremos el criterio adoptado en el Cap´ıtulo 2 de utilizar el te´rmino saturacio´n
efectiva Se para hacer referencia a la saturacio´n efectiva de agua.
5.3.3 Permeabilidades
A la escala del REV, las presiones efectivas pefw y p
ef
a se asumen constantes. Luego, los
gradientes de presio´n efectivos son nulos y las fases fluira´n u´nicamente por gravedad.
Suponiendo por simplicidad que la direccio´n de flujo es vertical (en la direccio´n de la
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Figura 5.3: Curvas de saturacio´n efectiva de agua Se,w y de aire Se,a en funcio´n de
la presio´n capilar efectiva pefc . Para el ejemplo se ha considerado pc,mı´n = 10 Pa,
pc,ma´x = 1000 Pa y D = 1.5.
gravedad), la velocidad de flujo en una fractura individual de apertura x puede obtenerse
resolviendo la ecuacio´n de Navier-Stokes [7]:
uα(x) = − x
2
12µα
∂
∂z
(pefα + ραgz) = −
ραgx
2
12µα
. α = a, w, (5.9)
donde α = a, w denotan al aire y al agua, respectivamente, z es la coordenada vertical,
µα y ρα son la viscosidad y la densidad de la fase α, respectivamente. La ecuacio´n (5.9)
es la conocida ley de Hagen-Poiseuille para la velocidad del flujo de un fluido entre dos
placas planas paralelas separadas una distancia x.
El caudal total de agua Qw a trave´s de una seccio´n transversal horizontal del REV
puede obtenerse integrando las velocidades de flujo individuales uw sobre el a´rea ocupada
por las fracturas que se encuentran saturadas por agua:
Qw(x
ef ) =
∫ xef
xmı´n
uw(x)dA. (5.10)
Reemplazando las ecuaciones (5.4) y (5.9) en (5.10), obtenemos la siguiente expresio´n
para el flujo total de agua en el REV:
Qw(x
ef ) =
ρwga
D
12µw
D − 2
D − 4
[
(xef )4−D − x4−Dmı´n
]
. (5.11)
La ecuacio´n (5.11) puede ser expresada en te´rminos de la presio´n capilar efectiva usando
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la ecuacio´n (5.5):
Qw(p
ef
c ) =
ρwga
D
12µw
D − 2
D − 4(2σcos(β))
4−D [(pefc )D−4 − pD−4c,ma´x] . (5.12)
Por otra parte, el caudal total de agua a la escala del REV puede expresarse a partir de
la ley de Buckingham-Darcy [14]:
Qw(p
ef
c ) =
κw(p
ef
c )a
2
µw
∂
∂z
(pefw + ρwgz) =
κw(p
ef
c )ρwga
2
µw
(5.13)
donde κw es la permeabilidad del agua y a
2 representa el a´rea de un corte transversal del
REV.
Finalmente, combinando las ecuaciones (5.12) y (5.13) se obtiene la siguiente ex-
presio´n para la permeabilidad del agua:
κw(p
ef
c ) =
aD−2
12
D − 2
D − 4(2σcos(β))
4−D [(pefc )D−4 − pD−4c,ma´x] . (5.14)
La expresio´n para la permeabilidad del aire en funcio´n de la presio´n capilar efectiva
puede derivarse siguiendo el mismo razonamiento considerando el rango de aperturas
de las fracturas ocupadas por aire (xef ≤ x ≤ xma´x). En este caso la expresio´n de la
permeabilidad del aire toma la forma:
κa(p
ef
c ) =
aD−2
12
D − 2
D − 4(2σcos(β))
4−D [pD−4c,mı´n − (pefc )D−4] . (5.15)
La permeabilidad intr´ınseca κ puede obtenerse tanto a partir de la ecuacio´n (5.14)
cuando pefc = pc,mı´n (REV completamente saturado de agua) o a partir de la ecuacio´n
(5.15) cuando pefc = pc,ma´x (REV completamente saturado de aire):
κ =
aD−2
12
D − 2
D − 4(2σcos(β))
4−D [pD−4c,mı´n − pD−4c,ma´x] . (5.16)
Las permeabilidades relativas de agua y aire, κr,w y κr,a, se definen como el cociente entre
las ecuaciones (5.14) y (5.16) y las ecuaciones (5.15) y (5.16) respectivamente:
κr,w(p
ef
c ) =
κw(p
ef
c )
κ
=
(pefc )
D−4 − pD−4c,ma´x
pD−4c,mı´n − pD−4c,ma´x
, (5.17)
κr,a(p
ef
c ) =
κa(p
ef
c )
κ
=
pD−4c,mı´n − (pefc )D−4
pD−4c,mı´n − pD−4c,ma´x
. (5.18)
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Notar que las ecuaciones anteriores son va´lidas para pc,mı´n ≤ pefc ≤ pc,ma´x. Para valores
de pefc ≤ pc,mı´n todas las fracturas esta´n saturadas con agua; luego κr,w(pefc ) = 1 y
κr,a(p
ef
c ) = 0. Por otro lado, todas las fracturas estara´n completamente saturadas de aire
para pefc ≥ pc,ma´x, siendo en este caso κr,w(pefc ) = 0 y κr,a(pefc ) = 1.
Las permeabilidades relativas se expresan en general en funcio´n de la saturacio´n
efectiva de agua Se. Reemplazando la expresio´n de Se dada por (5.8) en (5.17) y (5.18)
y expresando las presiones capilares pc,mı´n y pc,ma´x en te´rminos de las aperturas xma´x y
xmı´n, respectivamente, se obtienen las siguientes expresiones para κr,w(Se) y κr,a(Se):
κr,w(Se) =
[(
x2−Dma´x − x2−Dmı´n
)
Se + x
2−D
mı´n
] 4−D
2−D − x4−Dmı´n
x4−Dma´x − x4−Dmı´n
, (5.19)
κr,a(Se) =
x4−Dma´x −
[(
x2−Dma´x − x2−Dmı´n
)
Se + x
2−D
mı´n
] 4−D
2−D
x4−Dma´x − x4−Dmı´n
. (5.20)
Las ecuaciones (5.19) y (5.20) son expresiones anal´ıticas cerradas, funcio´n de la satu-
racio´n efectiva Se, que dependen de la dimensio´n fractal y de las aperturas ma´xima y
mı´nima de la red de fracturas.
Tanto κr,w como κr,a esta´n definidas sobre todo el rango de variacio´n de Se. Sin
embargo, como se ha mencionado en el Cap´ıtulo 2, tanto el flujo de agua como el de aire
suelen establecerse en un rango ma´s acotado de saturacio´n efectiva. En el caso del agua, el
rango sobre el cual puede detectarse flujo queda definido por 0 < Se,0,w ≤ Se < 1, siendo
Se,0,w la saturacio´n efectiva de emergencia para el flujo de agua. Ana´logamente, el rango
de saturaciones efectivas sobre el cual puede detectarse flujo de aire queda establecido
por 0 < Se ≤ Se,0,a < 1, siendo Se,0,a la saturacio´n efectiva de emergencia para el flujo de
aire [98, 28].
Con el propo´sito de obtener un modelo ma´s realista, introducimos las saturaciones
efectivas de emergencia, rescalando la saturacio´n efectiva Se de las ecuaciones (5.19) y
(5.20) de la siguiente manera [32, 28]:
κr,w(Se) =


0 0 ≤ Se ≤ Se,0,w»
(x2−Dma´x −x2−Dmı´n )
Se−Se,0,w
1−Se,0,w
+x2−D
mı´n
– 4−D
2−D−x4−D
mı´n
x4−D
ma´x
−x4−D
mı´n
Se,0,w ≤ Se ≤ 1,
(5.21)
κr,a(Se) =


x4−D
ma´x
−
»
(x2−Dma´x −x2−Dmı´n ) SeSe,0,a +x
2−D
mı´n
– 4−D
2−D
x4−D
ma´x
−x4−D
mı´n
0 ≤ Se ≤ Se,0,a
0 Se,0,a ≤ Se ≤ 1.
(5.22)
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No´tese que ahora κr,w var´ıa de 0 a 1 para el rango de saturaciones efectivas Se,0,w ≤ Se ≤
1, mientras que κr,a var´ıa de 1 a 0 en el rango 0 ≤ Se ≤ Se,0,a.
Las permeabilidades relativas dadas por las ecuaciones (5.21) y (5.22) junto con las
curvas de saturacio´n efectiva dadas por (5.8) conforman un modelo constitutivo va´lido
para la descripcio´n del flujo bifa´sico inmiscible en rocas fracturadas. El modelo depende
de 5 para´metros independientes (D, xmı´n, xma´x, Se,0,w y Se,0,a) que poseen significado
f´ısico y geome´trico.
Los para´metros D, xmı´n y xma´x definen la geometr´ıa de la red de fracturas, por lo cual
resulta interesante analizar la influencia de los mismos sobre las permeabilidades relativas.
Este ana´lisis nos permitira´ inferir propiedades del medio a partir de las caracter´ısticas de
las curvas de κr,w(Se) y κr,a(Se).
La Fig. 5.4 muestra la influencia de la dimensio´n fractal D (izquierda) y del rango de
apertura de las fracturas (xmı´n/xma´x) (derecha) sobre la curva de permeabilidad relativa
del agua κr,w. En ambos gra´ficos la saturacio´n efectiva de emergencia para el flujo de
agua se asume Se,0,w = 0.1.
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Figura 5.4: Curvas de permeabilidad relativa de agua para tres valores diferentes de
dimensio´n fractal y xmı´n/xma´x = 10
−2 (izquierda) y para tres valores diferentes del rango
de apertura de las fracturas y D = 1.5 (derecha).
En el gra´fico de la izquierda se puede observar que cuanto menor es la dimensio´n
fractal D, mayor es el valor de κr,w para todo el rango de saturacio´n efectiva. Segu´n
el ana´lisis parame´trico presentado en [39], valores pequen˜os de la dimensio´n fractal se
corresponden con una mayor densidad de fracturas en el REV. Esto permite concluir
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que cuanto mayor es la densidad de fracturas, mayor es la permeabilidad relativa del
agua. En el gra´fico de la derecha se observa que los valores de κr,w aumentan a medida
que aumenta el cociente entre las aperturas xmı´n y xma´x. La influencia de xmı´n/xma´x
es significativa para valores pequen˜os de saturacio´n efectiva, donde κr,w puede cambiar
varios o´rdenes de magnitud.
El ana´lisis del comportamiento de la permeabilidad relativa del agua puede extenderse
al de la permeabilidad relativa del aire, puesto que la dependencia de κr,a y κr,w con D
y xmı´n/xma´x es similar. Se omite la inclusio´n de este ana´lisis ya que el trabajo de Tesis
se centra principalmente en la descripcio´n del flujo de agua.
5.3.4 Ajustes con datos experimentales
El modelo constitutivo que se ha derivado en esta seccio´n puede ser aplicado a la carac-
terizacio´n del flujo simulta´neo de aire y agua en una roca fracturada. Sin embargo, las
curvas de permeabilidad relativa de cada una de las fases pueden ser utilizadas indepen-
dientemente para describir un flujo de tipo monofa´sico, cuando se asume que la otra fase
se encuentra en reposo. Esto significa que bajo la hipo´tesis de Richards (aire a presio´n
constante) la permeabilidad relativa del agua junto con la curva de saturacio´n efectiva
conforman un modelo constitutivo va´lido para la descripcio´n del flujo no saturado de
agua. Ana´logamente, asumiendo que el agua se encuentra a presio´n constante, la curva
de permeabilidad relativa del aire, junto con la curva de saturacio´n efectiva conforman
un modelo constitutivo para la caracterizacio´n del flujo de aire en una roca fracturada.
En el trabajo [69] la curva de permeabilidad del agua del modelo propuesto fue uti-
lizada para ajustar valores obtenidos mediante simulacio´n nume´rica por Liu y Bodvarsson
[59], mientras que la curva de permeabilidad del aire fue ajustada a datos experimentales
medidos en rocas cristalinas fracturadas de Grimsel Test Site (Suiza) [12]. Los ajustes
fueron realizados mediante un me´todo de bu´squeda exhaustiva, obteniendo el juego de
para´metros que permite minimizar el error entre la curva del modelo propuesto y los
datos [94].
Utilizando una te´cnica nume´rica similar a la que se ha presentado en el Cap´ıtulo
3, Liu y Bodvarsson [59] obtienen curvas de κr,w(Se) para dos muestras bidimensionales
sinte´ticas de roca fracturada. Para generar las muestras los autores asumen que la matriz
de la roca es impermeable y que la misma se encuentra densamente cubierta por una red
de fracturas interconectadas.
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Para´metro Liu y Bodvarsson Grimsel Test Site
D 1.422 1.020
xmı´n [cm] 0.1249× 10−4 0.4701× 10−3
xma´x [cm] 0.1419 0.1556× 10−2
Se,0,w 0.082 —
Se,0,a — 0.76
Tabla 5.1: Para´metros obtenidos mediante el ajuste de las curvas de permeabilidad re-
lativa a los valores simulados por Liu y Bodvarsson y los datos medidos en Grimsel Test
Site.
Los para´metros obtenidos a partir del ajuste del modelo propuesto (ecuacio´n (5.21))
a los datos simulados por Liu y Bodvarsson para una de las muestras se listan en la
Tabla 5.1. Notar que el rango de aperturas dado por el cociente xmı´n/xma´x es relati-
vamente pequen˜o (≃ 10−4). Segu´n el ana´lisis presentado en la seccio´n anterior, es de
esperar que la curva de κr,w(Se) tome valores muy pequen˜os para valores pequen˜os de Se.
La Fig. 5.5 muestra la curva de κr,w(Se) que resulta del ajuste, junto los datos simu-
lados por Liu y Bodvarsson. Como se evidencia en la figura el modelo propuesto logra una
excelente representacio´n de los datos simulados. Obse´rvese que la permebilidad relativa
var´ıa en ocho o´rdenes de magnitud, detecta´ndose la ma´xima tasa de disminucio´n en la
zona de saturaciones intermeadias a bajas.
Para realizar el ajuste de la curva de κr,a(Se) se utilizaron los datos experimentales
obtenidos por investigadores del Swiss Federal Institute of Tecnology (Suiza) [12]. Estos
datos son pra´cticamente los u´nicos disponibles en la literatura para rocas fracturadas
por lo que son de suma importancia para la validacio´n del modelo. Utilizando un dis-
positivo especialmente disen˜ado por Fischer et al. [32], se lograron determinar valores
de permeabilidad relativa del aire para ocho muestras de roca fracturada extra´ıdas de
Grimsel Test Site (Suiza). Las mediciones de permebilidad se basan en un experimento
de drenaje, partiendo de muestras completamente saturadas de agua, y disminuyendo
progresivamente la saturacio´n mediante evaporacio´n.
Los para´metros obtenidos mediante el ajuste del modelo propuesto (ecuacio´n (5.22))
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Figura 5.5: Comparacio´n entre los valores de κr,w(Se) simulados por Liu y Bodvarsson [59]
y los valores obtenidos mediante el ajuste de la ecuacio´n (5.21).
a los datos de Grimsel Test Site se muestran en la Tabla 5.1. No´tese que la dimensio´n
fractal D es aproximadamente igual a 1, indicando el alto grado de fracturacio´n de las
muestras de roca. Otra caracter´ıstica del ajuste es que el valor de saturacio´n efectiva de
emergencia para el flujo de aire Se,0,a es relativamente bajo. Este hecho puede atribuirse
a una pobre interconeccio´n entre las fracturas que se encuentran saturadas de aire para
valores de Se > Se,0,a.
La Fig. 5.6 muestra la curva de κr,a(Se) que resulta del ajuste, junto con los datos
experimentales. No´tese que a pesar de que los datos muestran algo de dispersio´n, el
ajuste del modelo propuesto resulta satisfactorio para todo el rango de variacio´n de la
saturacio´n efectiva.
En la seccio´n siguiente, el modelo constitutivo propuesto sera´ utilizado en el caso
particular del flujo no saturado de agua bajo la hipo´tesis de Richards.
5.4 Modelo constitutivo para el flujo no saturado de agua
Para analizar el caso particular del flujo no saturado de agua bajo la hipo´tesis de Richards,
debemos asumir que el aire permanece en reposo y a presio´n constante. En este caso,
considerando a la presio´n efectiva del aire como presio´n de referencia, la altura de presio´n
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Figura 5.6: Comparacio´n entre los valores de κr,a(Se) medidos en Grimsel Test Site (GTS)
y los valores obtenidos mediante el ajuste de la ecuacio´n (5.22).
efectiva hef puede obtenerse a partir de pefc como:
hef =
pefc
ρg
. (5.23)
Utilizando la ecuacio´n (5.5) es posible vincular hef con una apertura efectiva xef del
siguiente modo:
hef =
2σcos(β)
ρgxef
. (5.24)
Por su definicio´n, la permeabilidad relativa del agua κr,w coincide con la conductividad
hidra´ulica relativa Kr. Luego, a partir de (5.8) y (5.21) las relaciones constitutivas para
el flujo no saturado podra´n expresarse como:
Se(h
ef ) =
hD−2ma´x − (hef )D−2
hD−2ma´x − hD−2mı´n
, (5.25)
Kr(Se) =


0 0 ≤ Se ≤ Se,0,w»
(hD−2mı´n −hD−2ma´x )
Se−Se,0,w
1−Se,0,w
+hD−2
ma´x
– 4−D
2−D−hD−4
ma´x
hD−4
mı´n
−hD−4
ma´x
Se,0,w ≤ Se ≤ 1,
(5.26)
siendo hmı´n = 2σcos(β)/ρgxma´x y hma´x = 2σcos(β)/ρgxmı´n.
Las ecuaciones (5.25) y (5.26) conforman un modelo constitutivo para la caracte-
rizacio´n del flujo no saturado en rocas fracturadas. Como puede observarse el modelo
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depende de 4 para´metros independientes: D, hmı´n, hma´x y Se,0,w. Tanto hmı´n como hma´x
pueden vincularse con las aperturas xmı´n y xma´x si se asumen conocidos los valores de σ,
β, ρ y g.
El modelo constitutivo dado por las ecuaciones (5.25) y (5.26) fue derivado en el
trabajo [66]. En la seccio´n siguiente, el modelo sera´ validado mediante su comparacio´n
con el modelo cla´sico de Burdine y mediante su ajuste con las relaciones constitutivas
simuladas en los Cap´ıtulos 3 y 4.
5.5 Validacio´n del modelo
Como se ha mencionado en el Cap´ıtulo 2, las expresiones de la conductividad hidra´ulica
se obtienen generalmente a partir de la curva de saturacio´n utilizando los modelos pre-
dictivos de Burdine o Mualem. En particular el modelo de Burdine ha sido utilizado por
distintos autores para obtener expresiones de Kr para rocas fracturadas [59, 39, 42].
La fo´rmula predictiva de Burdine puede expresarse en te´rminos de Se del siguiente
modo (ver ecuacio´n (2.45)):
Kr(S
′
e) = T (S
′
e)
∫ S′e
0
(hef )−2dSe∫ 1
0
(hef )−2dSe
, (5.27)
donde T (S ′e) = (S
′
e)
2 es el factor de tortuosidad, cuyos valores oscilan entre 0 y 1. Cuando
T = 1 la trayectoria del flujo de agua entre dos puntos del medio poroso es recta, mientras
que si T = 0 la trayectoria entre dichos puntos es de longitud infinita.
Utilizando la curva de saturacio´n efectiva (5.25) en (5.27) e integrando, se obtiene la
siguiente expresio´n para la conductividad hidra´ulica relativa:
Kr(Se) = T (Se)
[(
hD−2mı´n − hD−2ma´x
)
Se + h
D−2
ma´x
] 4−D
2−D − hD−4ma´x
hD−4mı´n − hD−4ma´x
(5.28)
No´tese que si se asume Se,0,w = 0 en (5.26), las expresiones para la conductividad
hidra´ulica relativa (5.26) y (5.28) solo difieren en el factor de tortuosidad T . En el
modelo propuesto el flujo de agua se produce a lo largo de trayectorias rectas definidas
por las fracturas, por lo cual T = 1 para todo el rango de saturacio´n efectiva. Para este
valor de T , el modelo de Burdine predice exactamente la expresio´n de la conductividad
hidra´ulica relativa (5.26) cuando Se,0,w = 0. Resulta importante destacar que el modelo
de Burdine fue derivado para medios sedimentarios, donde las trayectorias seguidas por
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Figura 5.7: Factor de tortuosidad T como funcio´n de Se para los modelos de Burdine, de
Liu y Bodvarsson y del modelo propuesto.
las part´ıculas de agua no son rectil´ıneas y dependen fuertemente del grado de saturacio´n.
Sin embargo la comparacio´n del modelo propuesto con el modelo de Burdine nos permite
extender la validez de este u´ltimo al caso de rocas fracturadas utilizando un factor de
tortuosidad apropiado.
La modificacio´n del factor de tortuosidad del modelo de Burdine fue propuesta origi-
nalmente por Liu y Bodvarsson [59] para estimar la conductividad hidra´ulica en un medio
fracturado con baja conectividad entre las fracturas. En la Fig. 5.7 se ilustra el factor
de tortuosidad propuesto por Liu y Bodvarsson [59] junto con los correspondientes a los
modelos de Burdine y el modelo propuesto.
El modelo que se ha propuesto representa el caso ideal en que la trayectoria del flujo
de agua es rectil´ınea y no es modificada por la geometr´ıa del medio ni por el grado de
saturacio´n. El factor de tortuosidad de Liu y Bodvarsson [59] corresponde a un caso
intermedio entre un medio fracturado sin tortuosidad (T = 1) y un medio sedimentario
homoge´neo (T = S2e ).
Como ya se ha mencionado, la determinacio´n experimental de las relaciones consti-
tutivas para rocas fracturadas presenta numerosas dificultades te´cnicas, por lo que los
datos disponibles para la validacio´n del modelo son pra´cticamente inexistentes [59, 103].
Es por ello que el modelo constitutivo propuesto sera´ validado a partir del ajuste con las
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relaciones constitutivas simuladas en los Cap´ıtulos 3 y 4.
El ajuste consiste en estimar un juego de para´metros D, hmı´n, hma´x y Se,0,w que mini-
mice el error entre las curvas de Se(h
ef ) y Kr(Se) del modelo propuesto y los obtenidos
mediante simulacio´n nume´rica. Para realizar el ajuste se utilizo´ el mismo me´todo de
bu´squeda exhaustiva empleado en la seccio´n (5.3) [94]. En este punto resulta importante
remarcar que si bien los modelos conceptuales empleados para la derivacio´n anal´ıtica y
la nume´rica son diferentes, en ambos casos se pretende caracterizar el flujo en una roca
fracturada.
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Figura 5.8: Curvas de Se(h
ef ) (izquierda) y Kr(Se) (derecha) ajustadas con los valores
simulados para las muestras bidimensionales generadas en el Cap´ıtulo 3. Los gra´ficos
superiores corresponden a la muestra (a) y los inferiores a la muestra (b).
La Fig.5.8 muestra las curvas de saturacio´n efectiva y de conductividad hidra´ulica
relativa resultantes del ajuste con los valores simulados para las muestras bidimensionales
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Figura 5.9: Curvas de Se(h
ef ) (izquierda) y Kr(Se) (derecha) ajustadas con los valores
simulados para la muestra tridimensional generada en el Cap´ıtulo 4.
de roca fracturada presentadas en el Cap´ıtulo 3. Las curvas superiores corresponden a la
muestra (a) y las inferiores a la muestra (b) (ver Fig. 3.3). En la Fig. 5.9 se muestran las
curvas correspondientes al ajuste obtenido para la muestra tridimensional generada en el
Cap´ıtulo 4 (ver Fig. 4.3). Los para´metros ajustados para estos tres ejemplos se listan en
la Tabla 5.2.
Para´metro muestras 2D muestra 3D
(a) (b)
D 1.702 1.632 1.672
hmı´n [cm] 3.149 3.215 3.171
hma´x [cm] 47863 58038 1× 106
Se,0,w 0.079 0.051 0.093
Tabla 5.2: Para´metros ajustados del modelo propuesto a los valores simulados para las
muestras bidimensionales (a) y (b) generadas en el Cap´ıtulo 3 y la muestra tridimensional
generada en el Cap´ıtulo 4.
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Como puede observarse en las Figs. 5.8 y 5.9, resulta evidente que la saturacio´n efec-
tiva del modelo no logra reproducir en detalle los valores simulados. Esto se debe princi-
palmente a que las caracter´ısticas geome´tricas y f´ısicas del modelo anal´ıtico no coinciden
exactamente con las correspondientes caracter´ısticas de las muestras de roca simuladas
computacionalmente. Por ejemplo, las muestras de roca del experimento nume´rico poseen
una matriz conductora de baja permeabilidad, mientras que en el modelo anal´ıtico la ma-
triz es impermeable. Esta caracter´ıstica determina que para alturas de presio´n efectiva
hef menores que hmı´n, las fracturas este´n completamente saturadas (Se = 1). Por su
parte, en las muestras generadas nume´ricamente, tanto las fracturas como la matriz se
encuentran parcialmente saturadas, resultando Se < 1. Luego, en las zonas cercanas a la
saturacio´n (valores pequen˜os de hef ) existira´ una diferencia entre la curva ajustada y los
datos simulados, como puede observarse en los tres casos.
Otra diferencia importante entre el modelo nume´rico y el anal´ıtico radica en la dis-
tribucio´n y caracter´ısticas geome´tricas de las fracturas. En cada una de las muestras
sinte´ticas que hemos considerado, las fracturas poseen a lo sumo dos valores de aper-
tura y su orientacio´n puede ser vertical u horizontal. En cambio, el modelo anal´ıtico
asume que todas las fracturas son verticales y que las aperturas se encuentran en el
rango [xmı´n, xma´x]. No´tese que a pesar de esta diferencia, en el caso de las muestras
bidimensionales la dimensio´n fractal D ajustada para la muestra (a) es mayor que la
correspondiente a la muestra (b) (ver Tabla 5.2). Este hecho indica que el modelo ajus-
tado para la muestra (a) posee menor densidad de fracturas que el correspondiente a la
muestra (b), lo que concuerda con las caracter´ısticas de las redes de fractura generadas
en forma nume´rica para ambas muestras.
A pesar de que el ajuste no resulta del todo satisfactorio para las curvas de saturacio´n
efectiva, no ocurre lo mismo en el caso de la permeabilidad hidra´ulica relativa. Como
puede observarse, el modelo ajustado logra representar correctamente los valores simu-
lados de Kr(Se) en todos los casos y para todo el rango de variacio´n de la saturacio´n
efectiva. No´tese que el ajuste es excelente, sobre todo si se tiene en cuenta que los val-
ores simulados de Kr var´ıan 6 o´rdenes de magnitud para el ejemplo 3D y 10 o´rdenes
para los ejemplos 2D. No obstante los resultados obtenidos, resta au´n evaluar la capaci-
dad del modelo propuesto mediante su ajuste con datos experimentales, cuando estos se
encuentren disponibles.
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5.6 Conclusiones
En este Cap´ıtulo se ha derivado un modelo constitutivo anal´ıtico va´lido para la carac-
terizacio´n del flujo bifa´sico inmiscible de aire y agua en rocas fracturadas. La curva de
permeabilidad relativa del agua fue comparada con valores obtenidos mediante simulacio´n
nume´rica por Liu y Bodvarsson [59], mientras que la curva de permeabilidad relativa del
aire fue comparada con datos experimentales de rocas cristalinas registrados en Grimsel
Test Site (Suiza). En ambos casos se encontraron excelentes ajustes para el rango com-
pleto de saturacio´n efectiva y sobre varios o´rdenes de magnitud de las permeabilidades
del agua y el aire. Por u´ltimo, utilizando las curvas de saturacio´n efectiva y de permeabil-
idad relativa de agua se ha obtenido un modelo constitutivo va´lido para la descripcio´n
del flujo no saturado de agua. Este modelo ha sido validado mediante su comparacio´n
con el modelo cla´sico de Burdine. Finalmente el modelo fue testeado mediante su ajuste
con las relaciones constitutivas simuladas en los Cap´ıtulos 3 y 4, logra´ndose una muy
buena caracterizacio´n de los valores simulados.
Cap´ıtulo 6
Ana´lisis de acu´ıferos heteroge´neos por el me´todo de marea inducida
En este Cap´ıtulo se estudian los efectos producidos por la presencia de heterogeneidades
de conductividad hidra´ulica sobre el flujo inducido por efectos de marea en acu´ıferos
costeros. Asumiendo que la conductividad hidra´ulica aumenta linealmente con la dis-
tancia desde la l´ınea de costa, se derivan dos nuevas soluciones anal´ıticas (una exacta y
otra aproximada) que permiten describir el flujo inducido por una marea perio´dica en
te´rminos de las fluctuaciones de altura piezome´trica observables en pozos. El efecto de
la heterogeneidad es evaluado mediante la comparacio´n de la solucio´n anal´ıtica exacta
con la fo´rmula cla´sica de Jacob [44] va´lida para un acu´ıfero homoge´neo. Por u´ltimo, la
solucio´n anal´ıtica exacta es utilizada para estimar la conductividad hidra´ulica en un caso
real a partir del ajuste de las curvas de amplitud y de fase. Los contenidos del presente
Cap´ıtulo forman parte de los trabajos [67] y [68].
6.1 Introduccio´n
La distribucio´n espacial de la conductividad hidra´ulica suele presentar heterogeneidades
tanto a escala de laboratorio como a escala de campo. En los Cap´ıtulos 3 y 4 se ha
analizado el efecto que produce la presencia de heterogeneidades en muestras de la-
boratorio, con el fin de calcular valores efectivos de las propiedades hidra´ulicas. En el
presente Cap´ıtulo analizaremos un tipo particular de heterogeneidad de conductividad
hidra´ulica a escala de campo que suele observarse en numerosos acu´ıferos costeros de
origen aluvial [72].
En la mayor´ıa de los acu´ıferos costeros las fluctuaciones perio´dicas de la marea
ocea´nica (o de r´ıo) inducen fluctuaciones en los niveles de agua subterra´nea de los pozos
cercanos a la costa. El estudio de este feno´meno brinda informacio´n sobre las propiedades
hidra´ulicas del acu´ıfero y ha dado lugar a una nueva te´cnica para estimar la conductivi-
dad hidra´ulica que constituye una alternativa a los ensayos de bombeo [46]. En l´ıneas
generales esta te´cnica, denominada comu´nmente me´todo de marea inducida, se basa en el
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ana´lisis de las fluctuaciones de altura piezome´trica observadas en pozos como respuesta
a las fluctuaciones del nivel del mar debidas a la marea. Esta respuesta se traduce en
cambios espacio-temporales de amplitud y fase que pueden ser registrados en pozos cer-
canos a la costa. La conductividad hidra´ulica puede ser estimada tanto a partir de los
datos de amplitud (me´todo de amplitud) como de los de fase (me´todo de fase) mediante
el ajuste de soluciones anal´ıticas.
La interaccio´n dina´mica entre el agua subterra´nea y el agua de mar, inducida por
oscilaciones de marea, ha sido extensamente analizada tanto mediante me´todos anal´ıticos
como nume´ricos. Desde 1950 se ha presentado un gran nu´mero de soluciones anal´ıticas
con el propo´sito de describir esta interaccio´n. Jacob [44] y Ferris [30] fueron los primeros
en obtener una solucio´n anal´ıtica a partir de resolver las ecuaciones cla´sicas de flujo en
un acu´ıfero confinado y homoge´neo. La solucio´n anal´ıtica para este caso particular es re-
lativamente sencilla y ha sido ampliamente utilizada para la estimacio´n de los para´metros
hidra´ulicos en distintos acu´ıferos costeros [18, 27, 95, 29, 64, 102, 46].
Recientemente se han presentado soluciones anal´ıticas ma´s complejas para sistemas
compuestos por un acu´ıfero confinado por una capa semi-impermeable [47, 53, 55, 56, 58,
45, 57, 97, 52, 99, 40]. Estas soluciones anal´ıticas permiten estudiar el efecto de procesos
como el goteo y el almacenamiento sobre la respuesta inducida por marea. Sin embargo,
todos estos resultados teo´ricos fueron obtenidos bajo la hipo´tesis de homogeneidad de
las capas del sistema acu´ıfero. Esta hipo´tesis discrepa significativamente con la realidad,
dado que en general los acu´ıferos costeros exhiben heterogeneidad y anisotrop´ıa en sus
propiedades hidra´ulicas [54, 101].
El estudio del efecto de la heterogeneidad sobre las fluctuaciones inducidas por marea
ha sido abordado por algunos autores. Trefry [100] presento´ soluciones anal´ıticas para
un acu´ıfero de extensio´n finita formado por un nu´mero arbitrario de zonas homoge´neas
cont´ıguas, sujetas a condiciones de borde lineales sinusoidales. Guo et al. [43] derivaron
una solucio´n anal´ıtica para un acu´ıfero semi-infinito compuesto por dos zonas homoge´neas
diferentes. Chuang et al. [23] extendieron este modelo incluyendo el efecto de goteo y
dividiendo el acu´ıfero en un nu´mero finito de regiones horizontales homoge´neas.
Para el conocimiento del autor de esta Tesis, no existen soluciones anal´ıticas que
consideren una variacio´n continua de las propiedades hidra´ulicas con la distancia. En
particular, una solucio´n anal´ıtica que considere un incremento continuo de la conductivi-
dad hidra´ulica puede resultar de gran utilidad en el estudio de acu´ıferos costeros de origen
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aluvial. En estos acu´ıferos los sedimentos ma´s finos se depositan aguas abajo de la zona
deposicional (cerca de la l´ınea de costa), dando como resultado un aumento progresivo
de la conductividad hidra´ulica con la distancia a la l´ınea de costa [34, 60, 17, 16, 23].
En algunos casos, la tasa de incremento de la conductividad hidra´ulica puede ser sig-
nificativa. Montalto et al. [72] reportaron variaciones lineales de aproximadamente dos
o´rdenes de magnitud a lo largo de transectas de 50 m en un estuario del R´ıo Hudson,
EEUU. Carol et al. [17] han inferido variaciones similares en un acu´ıfero aluvial costero
del R´ıo Ajo´, al sur de la Bah´ıa de Samborombo´n, Argentina. En ambos casos, el modelo
cla´sico de Jacob no logra predecir las fluctuaciones de altura piezome´trica observadas en
pozos cercanos a la costa. La razo´n principal de las discrepancias se atribuye a que el
modelo no contempla heterogeneidades en la conductividad hidra´ulica.
El objetivo de este Cap´ıtulo es presentar la derivacio´n de soluciones anal´ıticas para
las fluctuaciones de altura piezome´trica inducidas por marea en un acu´ıfero costero con-
finado cuya conductividad hidra´ulica aumenta linealmente con la distancia a la l´ınea de
costa. Se comenzara´ por introducir los conceptos y leyes f´ısicas que gobiernan el flujo de
agua subterra´nea en un acu´ıfero confinado. Luego se presentara´ el modelo matema´tico y
se establecera´n las hipo´tesis para la descripcio´n del proceso, lo cual nos llevara´ a plantear
un problema con condiciones de contorno. Este problema sera´ resuelto anal´ıticamente,
obtenie´ndose una solucio´n exacta y otra aproximada. A partir del disen˜o de ejemplos
hipote´ticos se analizara´ el efecto de la heterogeneidad sobre las fluctuaciones de la al-
tura piezome´trica comparando las respuestas obtenidas para distintos grados de hetero-
geneidad. Se verificara´ que la solucio´n anal´ıtica exacta converge a la solucio´n cla´sica
de Jacob cuando la tasa de variacio´n de la conductividad hidra´ulica tiende a cero. Por
u´ltimo, la solucio´n anal´ıtica exacta sera´ utilizada para estimar la conductividad hidra´ulica
para un caso real a partir del ajuste de las curvas de amplitud y de fase a los datos de
altura piezome´trica observados.
6.2 Ecuacio´n de flujo horizontal para un acu´ıfero confinado
En te´rminos generales se define al acu´ıfero como una formacio´n geolo´gica, o un estrato,
que (a) contiene agua en su espacio poral y (b) permite el flujo de enormes cantidades
de agua bajo condiciones naturales. En la mayor´ıa de los casos un acu´ıfero yace sobre
una formacio´n impermeable, la cual impide que el agua migre a profundidad. Si adema´s
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el acu´ıfero esta´ limitado por un techo impermeable se dice que el acu´ıfero es confinado,
de lo contrario es no confinado. En este Cap´ıtulo trataremos con acu´ıferos confinados,
aunque muchos de los resultados que se obtienen tambie´n son va´lidos para acu´ıferos no
confinados cuando se satisfacen ciertas hipo´tesis.
El flujo de agua en un acu´ıfero es esencialmente horizontal, o bien, puede aproximarse
como tal. Esta aproximacio´n es exacta en acu´ıferos horizontales, homoge´neos e iso´tropos,
y sigue siendo va´lida cuando el espesor vertical del acu´ıfero es variable, siempre y cuando
las variaciones sean mucho menores que el espesor medio del acu´ıfero. La aproximacio´n de
flujo horizontal falla en regiones donde el flujo tiene una componente vertical significativa,
por ejemplo, en las cercan´ıas de un pozo de bombeo que no atraviesa el espesor completo
del acu´ıfero.
Otra de las caracter´ısticas del flujo de agua en un acu´ıfero es que las variaciones en
la densidad del agua suelen ser despreciables. Asumiremos entonces que el agua en el
interior del acu´ıfero es un fluido homoge´neo de densidad constante ρ.
En la seccio´n siguiente introduciremos el concepto de almacenamiento que interviene
en las ecuaciones que describen el flujo de agua en un medio poroso completamente
saturado.
6.2.1 Almacenamiento
Cuando se perfora un pozo que atraviesa un acu´ıfero confinado, el nivel de agua en el pozo
suele ascender por encima de la base del techo impermeable, pudiendo incluso alcanzar la
superficie (ver Fig. 6.1 (a)). Esto se debe a que la presio´n del agua que satura un acu´ıfero
confinado puede ser considerablemente elevada. La altura de la columna de agua en un
pozo de observacio´n apropiadamente construido indicar´ıa la altura piezome´trica en el
punto donde el pozo esta´ en contacto con el acu´ıfero.
Si se considera un volumen de control en el interior de un acu´ıfero confinado, el
mismo estara´ sometido a esfuerzos internos debidos a la presio´n ejercida por el agua,
y a esfuerzos externos ejercidos por la formacio´n en la cual el volumen se encuentra
inmerso. En la mayor´ıa de los problemas de flujo subterra´neo, el esfuerzo ejercido por
la formacio´n permanece inalterado, mientras que los esfuerzos internos producidos por
las fluctuaciones en la presio´n del agua suelen registrar variaciones importantes. Estas
variaciones modifican la capacidad de almacenamiento de agua del medio a causa de la
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Figura 6.1: Representacio´n esquema´tica del flujo en un acu´ıfero confinado bajo la aproxi-
macio´n de flujo horizontal (adaptada de [7]).
deformacio´n.
El almacenamiento S de un acu´ıfero, tambie´n llamado coeficiente de almacenamiento,
expresa la relacio´n entre los cambios en la cantidad de agua almacenada en un acu´ıfero y
los correspondientes cambios en la altura piezome´trica. Asumiendo un acu´ıfero horizon-
tal, el almacenamiento se define como el volumen de agua ∆Vw que ingresa/egresa al
acu´ıfero por unidad de a´rea horizontal ∆A y por unidad de aumento/disminucio´n de la
altura piezome´trica ∆h:
S =
∆Vw
∆A ∆h
. (6.1)
El almacenamiento S depende de las propiedades ela´sticas del medio poroso y del agua.
El ana´lisis de esta dependencia excede los objetivos de la Tesis; para mayor informacio´n
sobre este aspecto del problema se refiere a [7].
El almacenamiento espec´ıfico Ss se define como el volumen de agua que ingresa/egresa
al acu´ıfero por unidad de volumen del acu´ıfero y por unidad de aumento/disminucio´n de
la altura piezome´trica. Luego:
Ss =
∆Vw
∆A E ∆h
=
S
E
. (6.2)
siendo E el espesor del acu´ıfero confinado.
Utilizando el concepto de almacenamiento que hemos introducido procederemos a
derivar la ecuacio´n que gobierna el flujo en un acu´ıfero confinado. Esta ecuacio´n se
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obtiene a partir de plantear el balance de masa en un volumen de control situado en el
interior del acu´ıfero.
6.2.2 Ecuacio´n de balance de masa
Consideremos un volumen de control V = E∆x∆y en el interior de un acu´ıfero confinado,
como se muestra en la Fig. 6.1 (b). Para derivar la ecuacio´n de conservacio´n se realiza
un balance del contenido de agua en V durante un per´ıodo de tiempo ∆t arbitrariamente
pequen˜o. Asumiendo que no existen fuentes ni sumideros en el interior de V , la ecuacio´n
de balance puede establecerse en te´rminos conceptuales del siguiente modo:


Volumen de agua que
ingresa/egresa a trave´s
de las caras de V en ∆t

 =


Variacio´n del
volumen de agua
en V durante ∆t

 . (6.3)
El miembro izquierdo de la ecuacio´n (6.3) se obtiene calculando la cantidad de agua
que ingresa/egresa del volumen V durante el per´ıodo ∆t a trave´s de sus caras verticales
(las caras horizontales se encuentran impermeabilizadas). Asumiendo que el flujo es
horizontal (ver Fig. 6.1 (b)) resulta:


Volumen de agua que
ingresa/egresa a trave´s
de las caras de V en ∆t

 = −∆qxE∆y∆t−∆qyE∆x∆t, (6.4)
donde ∆qx = qx(x+∆x, y)− qx(x, y) y ∆qy = qy(x, y +∆y)− qy(x, y).
El miembro derecho de la ecuacio´n (6.3) puede expresarse en te´rminos del almace-
namiento espec´ıfico Ss haciendo uso de la ecuacio´n (6.2):


Variacio´n del
volumen de agua
en V durante ∆t

 = SsE∆x∆y∆h. (6.5)
Introduciendo (6.4) y (6.5) en (6.3) y dividiendo la expresio´n resultante por E∆x∆y∆t
se obtiene:
−
(
∆qx
∆x
+
∆qy
∆y
)
= Ss
∆h
∆t
. (6.6)
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Tomando el l´ımite cuando ∆x,∆y,∆t→ 0, la ecuacio´n (6.6) resulta:
−∇ · q = Ss∂h
∂t
, (6.7)
donde q = (qx, qy) es el vector de flujo de agua.
Finalmente, haciendo uso de la ley de Darcy, la ecuacio´n de balance de masa resulta:
∇ · (K∇h) = Ss∂h
∂t
. (6.8)
En la seccio´n siguiente la ecuacio´n (6.8) sera´ utilizada para modelar las fluctuaciones
de altura piezome´trica inducidas por una marea perio´dica en un acu´ıfero costero confi-
nado.
6.3 Modelo matema´tico y soluciones anal´ıticas
Para representar la interaccio´n entre un acu´ıfero costero y el mar utilizaremos el mismo
modelo conceptual propuesto por Jacob [44]. Este modelo esta´ esquematizado en la
Fig. 6.2. Tanto el acu´ıfero como las capas impermeables se extienden infinitamente desde
la l´ınea de costa en direccio´n tierra adentro. Las capas son horizontales y su frontera con
el mar se asume vertical. Para la descripcio´n matema´tica del problema consideraremos
el eje x horizontal, perpendicular a la l´ınea de costa, positivo en sentido tierra adentro
y con origen en la l´ınea de costa. El nivel medio del mar se elige como datum (o nivel
cero) de la altura piezome´trica.
Acuífero

confinado

techo impermeable

base impermeable

x
Mar

nivel medio del mar 

pozo

Figura 6.2: Representacio´n esquema´tica de un acu´ıfero costero confinado. El eje x esta´
representado por la l´ınea de puntos.
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Para la descripcio´n del flujo en este sistema supondremos que el efecto de las varia-
ciones de densidad sobre el flujo de agua es despreciable y que el almacenamiento es-
pec´ıfico es constante (lo que es una buena aproximacio´n en la mayor´ıa de los casos).
Bajo estas hipo´tesis y asumiendo una conductividad hidra´ulica heteroge´nea, la altura
piezome´trica h(x, t) verificara´ la ecuacio´n (6.8) en su versio´n unidimensional:
∂
∂x
(
K(x)
∂h
∂x
)
= Ss
∂h
∂t
. (6.9)
La condicio´n de borde en la interfase mar-acu´ıfero estara´ dada por la oscilacio´n de la
marea, la cual se asume de tipo cosenoidal:
h(0, t) = A cos(ωt), (6.10)
siendo A la amplitud y ω la frecuencia angular de la marea. En el infinito, la condicio´n
de borde impuesta es:
lim
x→∞
K(x)
∂h
∂x
= 0, (6.11)
la cual establece que el flujo debe anularse para x → ∞. Finalmente, cabe sen˜alar que
solo se considerara´n soluciones perio´dicas, por lo que −∞ < t < ∞ y no sera´ necesario
imponer condiciones iniciales [44].
6.3.1 Solucio´n anal´ıtica para un acu´ıfero homoge´neo
En esta seccio´n obtendremos la ecuacio´n cla´sica de Jacob que utilizaremos de referencia
para el ana´lisis del efecto de las heterogeneidades.
Asumiendo un acu´ıfero homoge´neo (K(x) = K) el problema de valores de contorno
(6.9)-(6.11) toma la forma:
∂2h
∂x2
=
Ss
K
∂h
∂t
, (6.12)
h(0, t) = A cos(ωt), (6.13)
lim
x→∞
∂h
∂x
= 0. (6.14)
Para hallar la solucio´n de (6.12)-(6.14) procedemos a resolver el siguiente problema
equivalente en el campo complejo: Hallar H(x, t) tal que
∂2H
∂x2
=
Ss
K
∂H
∂t
, (6.15)
H(0, t) = A eiωt, (6.16)
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lim
x→∞
∂H
∂x
= 0, (6.17)
siendo la solucio´n buscada h(x, t) = Re [H(x, t)].
La solucio´n del problema (6.15)-(6.17) puede obtenerse mediante el me´todo de sepa-
racio´n de variables proponiendo
H(x, t) = AX(x)eiωt. (6.18)
Reemplazando la expresio´n (6.18) en (6.15)-(6.17) se obtiene el siguiente problema de
contorno en te´rminos de X(x):
d2X
dx2
− iωSs
K
X = 0. (6.19)
X(0) = 1, (6.20)
lim
x→∞
dX
dx
= 0. (6.21)
La solucio´n general de la ecuacio´n (6.19) viene dada por:
X(x) = C1e
−(1+i)ax + C2e(1+i)ax, (6.22)
siendo C1 y C2 constantes complejas, y a un para´metro real dado por:
a =
√
ωSs
2K
. (6.23)
Imponiendo las condiciones de borde (6.20) y (6.21) se obtiene C1 = 1 y C2 = 0. Luego,
en virtud de (6.18) la solucio´n del problema (6.12)-(6.14) resulta:
h(x, t) = Ae−axcos (−ax+ ωt) . (6.24)
La ecuacio´n (6.24) fue obtenida por Jacob [44] (e independientemente por Ferris [30])
bajo las mismas hipo´tesis que hemos adoptado. Comparando esta ecuacio´n con la fluc-
tuacio´n de marea dada por la condicio´n de borde (6.10) pueden observarse dos efectos:
(a) un decaimiento exponencial en la amplitud de h(x, t) con la distancia a la l´ınea de
costa x a trave´s del factor e−ax y (b) un desfasaje o retraso temporal que aumenta lineal-
mente con x, dado por −ax/ω. Se definen entonces el coeficiente de amplitud c y la fase
temporal τ como:
c(x) = e−ax, (6.25)
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τ(x) = − 1
ω
ax. (6.26)
Notar que el retraso de fase puede definirse en te´rminos del retraso temporal dado por
(6.26) multiplicando esta expresio´n por ω.
Como puede observarse, las expresiones de c(x) y τ(x) quedan determinadas por
el valor del coeficiente a, denominado coeficiente de propagacio´n de marea [36]. Dado
que a−1 tiene unidades de longitud, se lo suele llamar longitud caracter´ıstica. Para una
distancia x = a−1 la amplitud de las fluctuaciones de altura piezome´trica inducidas
por marea decae a A/e ∼ 0.36A. En la u´ltima seccio´n de este Cap´ıtulo veremos que las
expresiones (6.25) y (6.26) proveen dos me´todos (de amplitud y de fase, respectivamente)
para la estimacio´n de los para´metros hidra´ulicos en acu´ıferos costeros mediante el me´todo
de marea inducida.
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Figura 6.3: Coeficiente de amplitud c (izquierda) y fase temporal τ (derecha) versus
distancia x para un ejemplo hipote´tico, considerando dos valores de frecuencia angular
de marea.
A modo de ilustracio´n la Fig. 6.3 muestra las curvas de c(x) (izquierda) y τ(x)
(derecha) para un ejemplo hipote´tico. En el ejemplo se ha supuesto K = 1 m/h,
Ss = 10
−5 m−1, y se han calculado las curvas de c y τ para dos frecuencias angu-
lares diferentes: ω1 = 0.506 h
−1 (correspondiente a un per´ıodo semidiurno de 12.4 h) y
ω2 = 2ω1 (per´ıodo de 6.2 h). No´tese que para la frecuencia ω2 se observa una mayor
ca´ıda de amplitud debido a que el coeficiente de propagacio´n de marea es mayor en este
caso. Por su parte, el retraso de fase temporal resulta menor para ω2, debido a que la
pendiente de τ(x) dada por −a/ω2 es menor que la correspondiente a ω1.
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6.3.2 Solucio´n anal´ıtica exacta para un acu´ıfero heteroge´neo
En esta seccio´n se derivara´ la solucio´n anal´ıtica exacta del problema (6.9)-(6.11) asu-
miendo que la conductividad hidra´ulica del acu´ıfero aumenta linealmente con la distancia
a la l´ınea de costa x:
K(x) = K0 (1 + bx) , (6.27)
siendo K0 la conductividad hidra´ulica del acu´ıfero en x = 0 y b la tasa de aumento de
la conductividad hidra´ulica (b > 0). En principio, un modelo lineal para K(x) podr´ıa
considerarse arbitrario, sin embargo es un primer paso hacia una descripcio´n ma´s realista
para cierto tipo de acu´ıferos. Por ejemplo, Cardenas [16] utiliza la ecuacio´n (6.27) para
describir algunos rasgos de la dina´mica del agua subterra´nea en una isla fluvial que no
puede ser representada satisfactoriamente con una conductividad hidra´ulica constante.
Por otra parte, la ecuacio´n (6.27) podr´ıa resultar de utilidad en el estudio de acu´ıferos
de origen aluvial. En estos acu´ıferos los sedimentos ma´s finos se depositan aguas abajo
de la zona deposicional (cerca de la l´ınea de costa), dando como resultado un aumento
progresivo de la conductividad hidra´ulica con la distancia a la l´ınea de costa [34, 60,
17, 16, 23]. En algunos casos, la tasa de incremento de la conductividad hidra´ulica
puede ser significativa como las reportadas por Montalto et al. [72] en un estuario del
R´ıo Hudson (EEUU) y por Carol et al. [17] en un acu´ıfero aluvial costero del R´ıo Ajo´,
al sur de la Bah´ıa de Samborombo´n, Argentina. Cabe mencionar que la conductividad
hidra´ulica dada por la ecuacio´n (6.27) tiende a infinito cuando x tiende a infinito. Este
no es un comportamiento realista para la conductividad hidra´ulica; sin embargo, como
se vera´ en la seccio´n siguiente, la solucio´n anal´ıtica no se ve afectada por los valores de
la conductividad hidra´ulica muy alejados de la costa.
Adoptando el modelo lineal de K(x) dado por (6.27), el problema de valores de
contorno (6.9)-(6.11) puede expresarse del siguiente modo:
∂
∂x
(
K0 (1 + bx)
∂h
∂x
)
= Ss
∂h
∂t
, (6.28)
h(0, t) = A cos(ωt), (6.29)
lim
x→∞
K0 (1 + bx)
∂h
∂x
= 0. (6.30)
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Procediendo en forma ana´loga que en el caso homoge´neo, planteamos el siguiente pro-
blema equivalente en te´rminos de H(x, t):
∂
∂x
(
K0 (1 + bx)
∂H
∂x
)
= Ss
∂H
∂t
, (6.31)
H(0, t) = Aeiωt, (6.32)
lim
x→∞
K0 (1 + bx)
∂H
∂x
= 0. (6.33)
Nuevamente, la solucio´n del problema (6.31)-(6.33) verifica Re [H(x, t)] = h(x, t).
Proponiendo H(x, t) = AX(x)eiωt y reemplazando en (6.31)-(6.33) se obtiene el si-
guiente problema en te´rminos de X(x):
d
dx
(
(1 + bx)
dX
dx
)
+ b2Λ2X = 0, (6.34)
X(0) = 1, (6.35)
lim
x→∞
(1 + bx)
dX
dx
= 0, (6.36)
siendo
Λ2 = −i ωSs
b2K0
= −i2
(a
b
)2
. (6.37)
Notar que en (6.37) hemos utilizado la definicio´n del coeficiente de propagacio´n de marea
a (ecuacio´n (6.23)) para un acu´ıfero homoge´neo de conductividad hidra´ulica K = K0.
Para hallar la solucio´n general de (6.34) se propone el siguiente cambio de variables:
u = 2Λ
√
1 + bx, (6.38)
siendo Λ = a (−1 + i) /b. Reemplazando (6.38) en (6.34) se obtiene la siguiente ecuacio´n
para X en funcio´n de u:
u2
d2X
du2
+ u
dX
du
+ u2X = 0. (6.39)
La ecuacio´n diferencial ordinaria (6.39) es la ecuacio´n de Bessel de orden cero. Su solucio´n
general puede expresarse como [1]:
X(u) = C1J0(u) + C2Y0(u), (6.40)
donde J0 y Y0 son las funciones de Bessel de orden cero de primera y segunda especie,
respectivamente, y C1 y C2 son constantes complejas.
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Utilizando expresiones asinto´ticas para las derivadas de J0 y Y0 [3], se puede demostrar
que la condicio´n de borde (6.36) se satisface cuando
(C1 + iC2) = 0. (6.41)
Luego
X(u) = C1 (J0(u) + iY0(u)) = C1H
(1)
0 (u), (6.42)
siendo H
(1)
0 la funcio´n de Hankel de orden cero y primera especie [1]. Por otra parte,
imponiendo la condicio´n de borde (6.35) a la ecuacio´n (6.42) tenemos:
C1 =
[
H
(1)
0 (2Λ)
]−1
. (6.43)
Reemplazando (6.43) y (6.38) en (6.42) obtenemos la solucio´n del problema de valores
de contorno (6.34)-(6.36) :
X(x) =
H
(1)
0
(
2Λ
√
1 + bx
)
H
(1)
0 (2Λ)
. (6.44)
Finalmente, dado que h(x, t) = Re [H(x, t)] = Re [AX(x)eiωt], la solucio´n del problema
(6.28)-(6.30) resulta:
h(x, t) = Re
[
A
H
(1)
0
(
2Λ
√
1 + bx
)
H
(1)
0 (2Λ)
eiωt
]
. (6.45)
Como puede observarse, la expresio´n de h(x, t) dada por (6.45) es un tanto ma´s
compleja que la solucio´n correspondiente al caso homoge´neo (6.24) y su dependencia
con los para´metros del modelo no puede ser interpretada en forma inmediata por simple
inspeccio´n de su expresio´n. En la seccio´n siguiente se presentara´ un ejemplo hipote´tico
que permitira´ comprender el efecto de la heterogeneidad lineal a partir de comparar las
respuestas del modelo heteroge´neo con las del modelo homoge´neo.
6.4 Ana´lisis de la solucio´n anal´ıtica exacta
Para explorar la influencia de la heterogeneidad de conductividad hidra´ulica sobre las
fluctuaciones de altura piezome´trica se disen˜o´ el ejemplo hipote´tico que se detalla a
continuacio´n. Los para´metros hidra´ulicos del acu´ıfero confinado se asumen: K0 = 1 m/h,
Ss = 10
−5 m−1 y b = 10−2 m−1. La marea es considerada semidiurna (per´ıodo de 12.4 h)
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Figura 6.4: Fluctuaciones de altura piezome´trica inducidas por marea en funcio´n del
tiempo en dos puntos de observacio´n: (a) ax = 0.25 y (b) ax = 2.0.
con una amplitud A = 1 m. El coeficiente de propagacio´n de marea calculado mediante
la ecuacio´n (6.23) es a = 1.59× 10−3 m−1. Por simplicidad las distancias se expresan en
forma adimensional, multiplicando x por a. El ca´lculo de las funciones de Hankel que
intervienen en la expresio´n (6.45) se efectuo´ utilizando una subrutina Fortran de acceso
libre [113] 1.
La Fig. 6.4 muestra la marea junto con las fluctuaciones de altura piezome´trica tanto
para el caso heteroge´neo (ecuacio´n (6.45)) como para el homoge´neo asumiendo K = K0
(ecuacio´n (6.24)). Las series de tiempo se ilustran en dos puntos de observacio´n, uno
cercano a la l´ınea de costa (ax = 0.25) y otro alejado (ax = 2.0). Para ax = 0.25
las fluctuaciones inducidas en el acu´ıfero heteroge´neo tienen una amplitud menor que
la correspondiente al acu´ıfero homoge´neo. Sin embargo, lejos de la costa (ax = 2), la
amplitud de las fluctuaciones dadas por (6.45) son mayores que las del caso homoge´neo,
observa´ndose adema´s un desfasaje temporal significativo entre ambas curvas. Este ejem-
plo sencillo muestra que el efecto de la heterogeneidad sobre las fluctuaciones de altura
piezome´trica puede ser importante y tiene una fuerte dependencia con la distancia a la
l´ınea de costa.
Para un mejor entendimiento del efecto de la heterogeneidad sobre las fluctuaciones
inducidas se analizara´n el coeficiente de amplitud y el retraso temporal como funciones
de la distancia a la l´ınea de costa. El coeficiente de amplitud c(x) y el retraso temporal
1La subrutina se encuentra disponible en http://jin.ece.illinois.edu/ .
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τ(x) de las fluctuaciones inducidas vienen dados por las siguientes expresiones:
c(x) =
√
B2r +B
2
i , (6.46)
τ(x) = − 1
ω
tan−1
(
Bi
Br
)
, (6.47)
donde:
Br = Re
[
H
(1)
0
(
2Λ
√
1 + bx
)
H
(1)
0 (2Λ)
]
, Bi = Im
[
H
(1)
0
(
2Λ
√
1 + bx
)
H
(1)
0 (2Λ)
]
. (6.48)
La Fig. 6.5 muestra los coeficientes de amplitud calculados a partir de la ecuacio´n
(6.46) para tres valores diferentes de la tasa de incremento de la conductividad hidra´ulica
b = 10−1, 10−2, 10−3 m−1. Como referencia, la figura incluye la curva de c(x) para un
acu´ıfero homoge´neo dado por la ecuacio´n (6.25).
Figura 6.5: Coeficiente de amplitud c versus distancia adimensional ax en escala logar´ıt-
mica para diferentes tasas de incremento de la conductividad hidra´ulica.
En comparacio´n con el modelo homoge´neo, la heterogeneidad lineal produce ampli-
tudes ma´s pequen˜as para distancias menores que aproximadamente a−1 (distancia carac-
ter´ıstica). En esta regio´n cercana a la costa, el efecto de amortiguamiento de la sen˜al se
acentu´a con el aumento de b. A medida que x aumenta, el comportamiento se revierte: las
amplitudes correspondientes al acu´ıfero heteroge´neo se hacen mayores, permitiendo una
mayor penetracio´n de las fluctuaciones inducidas en el acu´ıfero. Este efecto se acentu´a
con el aumento de la distancia a la l´ınea de costa, particularmente para valores grandes
de b.
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Figura 6.6: Retraso temporal τ versus distancia adimensional ax para diferentes tasas
de incremento de la conductividad hidra´ulica.
El retraso temporal entre la marea ocea´nica y la fluctuacio´n inducida en el acu´ıfero
heteroge´neo puede obtenerse de la ecuacio´n (6.47). La Fig. 6.6 muestra los retrasos tem-
porales como funcio´n de la distancia ax para b = 10−1, 10−2, 10−3 m−1. Los retrasos
para los acu´ıferos heteroge´neos son ma´s pequen˜os que el correpondiente al acu´ıfero ho-
moge´neo que muestra un incremento lineal con la distancia (ecuacio´n (6.26)). El retraso
del acu´ıfero heteroge´neo se comporta como una funcio´n de tipo ra´ız cuadrada, dando
como resultado una mayor velocidad de transmisio´n de la fluctuacio´n de marea. Como
era de esperar, la velocidad de propagacio´n de la marea inducida aumenta con b.
Con el objeto de analizar el efecto de los valores extremadamente altos deK predichos
por la ecuacio´n (6.27) a medida que x tiende a infinito, se derivara´ una solucio´n anal´ıtica
particular para el caso de un acu´ıfero finito de extensio´n L, como se ilustra en la Fig. 6.7.
En este caso, el valor ma´ximo de K sera´ finito y estara´ dado por K0(1+aL). La ecuacio´n
(6.28) se resuelve en el dominio finito 0 ≤ x ≤ L con la condicio´n de marea dada por la
ecuacio´n (6.29) y la siguiente condicio´n de flujo nulo en el borde derecho del acu´ıfero:
K(x)
∂h
∂x
= 0, en x = L. (6.49)
Basa´ndonos en un razonamiento similar al seguido en la deduccio´n de la ecuacio´n
(6.45), se puede demostrar que la solucio´n anal´ıtica del problema de valores de contorno
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Figura 6.7: Representacio´n esquema´tica de un acu´ıfero costero finito de longitud L.
definido por las ecuaciones (6.28),(6.29) y (6.49) viene dada por:
h(x, t) = Re
[
A
{
C1J0
(
2Λ
√
1 + bx
)
+ C2Y0
(
2Λ
√
1 + bx
)}
eiωt
]
, (6.50)
donde
C1 =
Y ′0
(
2Λ
√
1 + bL
)
J0(2Λ)Y ′0
(
2Λ
√
1 + bL
)− Y0(2Λ)J ′0 (2Λ√1 + bL) , (6.51)
C2 =
−J ′0
(
2Λ
√
1 + bL
)
J0(2Λ)Y ′0
(
2Λ
√
1 + bL
)− Y0(2Λ)J ′0 (2Λ√1 + bL) . (6.52)
siendo J0 y Y0 las funciones de Bessel de orden cero de primera y segunda especie,
respectivamente, y siendo J ′0 y Y
′
0 sus respectivas derivadas. El coeficiente de amplitud c
y el retraso de fase τ se obtienen a partir de (6.46) y (6.47) utilizando:
Br = Re
[
C1J0
(
2Λ
√
1 + bx
)
+ C2Y0
(
2Λ
√
1 + bx
)]
,
Bi = Im
[
C1J0
(
2Λ
√
1 + bx
)
+ C2Y0
(
2Λ
√
1 + bx
)]
.
(6.53)
La Fig. 6.8 muestra la variacio´n del coeficiente de amplitud con la distancia a la l´ınea
de costa, tanto para un acu´ıfero infinito como para acu´ıferos finitos de extensio´n adimen-
sional aL = 10 y aL = 30. En todos los casos, los para´metros hidra´ulicos del acu´ıfero
son los mismos que los utilizados en el ejemplo de la Fig. 6.4. Como puede observarse,
a medida que la extensio´n adimensional aL aumenta, las amplitudes predichas por la
ecuacio´n (6.50) tienden ra´pidamente al valor de amplitud para un acu´ıfero infinito, dada
por la ecuacio´n (6.46). Este test demuestra que las fluctuaciones de altura piezome´trica
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Figura 6.8: Coeficiente de amplitud c versus distancia adimensional ax en escala logar´ıt-
mica para dos acu´ıferos finitos y uno infinito.
inducidas por marea no son sensibles a los valores de conductividad hidra´ulica lejos de la
costa, y la ecuacio´n (6.45) es va´lida au´n cuando los valores de K dados por la ecuacio´n
(6.27) tienden a infinito.
6.5 Aproximacio´n asinto´tica de la solucio´n exacta
En esta seccio´n se obtendra´ una expresio´n aproximada de la solucio´n exacta (6.45) va´lida
para valores relativamente pequen˜os de la tasa de aumento de la conductividad hidra´ulica
b. La solucio´n anal´ıtica aproximada es va´lida para:
b << 27/2a ≈ 10a. (6.54)
Para estos valores de b, los argumentos de la funcio´n de Hankel de (6.45) satisfacen:
|2Λ
√
1 + bx| >> 1
4
, |2Λ| >> 1
4
, (6.55)
por lo que es va´lido utilizar las siguientes aproximaciones asinto´ticas [3]:
H
(1)
0
(
2Λ
√
1 + bx
)
≈
[
piΛ
√
1 + bx
]−1/2
ei[2Λ
√
1+bx− 1
4
pi], (6.56)
H
(1)
0 (2Λ) ≈ [piΛ]−1/2 ei[2Λ−
1
4
pi]. (6.57)
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Remplazando las ecuaciones (6.56) y (6.57) en (6.45), se obtiene la siguiente solucio´n
aproximada:
h(x, t) = A
e−2
a
b (
√
1+bx−1)
(1 + bx)
1
4
cos
[
−2a
b
(√
1 + bx− 1
)
+ ωt
]
. (6.58)
Aunque la validez de la ecuacio´n (6.58) esta´ limitada a valores de b que satisfagan la
ecuacio´n (6.54), su expresio´n matema´tica es simple y puede ser utilizada para analizar
cualitativamente las fluctuaciones de altura piezome´trica inducidas por marea. No´tese
que, al igual que en la solucio´n de Jacob, las expresiones del coeficiente de amplitud y el
retraso temporal esta´n expl´ıcitos en la expresio´n anal´ıtica de h(x, t):
c(x) =
e−2
a
b (
√
1+bx−1)
(1 + bx)
1
4
, (6.59)
τ(x) = − 1
ω
[
2
a
b
(√
1 + bx− 1
)]
. (6.60)
En la ecuacio´n (6.60) puede observarse que la dependencia de τ con x esta´ dada por una
funcio´n ra´ız cuadrada. Esta dependencia verifica el mismo comportamiento observado
cualitativamente en el ana´lisis del retraso temporal de la solucio´n anal´ıtica exacta (ver
Fig. 6.6).
Cuando la heterogeneidad de la conductividad hidra´ulica es despreciable, esto es
b→ 0, se tiene:
lim
b→0
1
b
(√
1 + bx− 1
)
=
1
2
x, lim
b→0
(1 + bx)
1
4 = 1, (6.61)
con lo cual las expresiones (6.58), (6.59) y (6.60) convergen a las expresiones (6.24), (6.25)
y (6.26) correspondientes a un acu´ıfero homoge´neo.
La Fig. 6.9 muestra el coeficiente de amplitud c (izquierda) y el retraso de fase τω
(derecha) de la solucio´n exacta y la aproximada ((6.45) y (6.58)) para dos magnitudes
diferentes de la tasa de incremento de la conductividad hidra´ulica b.
Como era de esperar, para un valor de b relativamente pequen˜o (b = 10−3m−1),
los valores de amplitud y de retraso de fase τω predichos por la ecuacio´n (6.58) esta´n
en excelente acuerdo con los correspondientes valores predichos por la solucio´n exacta
(6.45). Por el contrario, para b = 10−1m−1, la condicio´n dada por la ecuacio´n (6.54) no se
satisface y se observan discrepancias significativas entre los valores predichos por ambas
soluciones.
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Figura 6.9: Coeficiente de amplitud c (izquierda) y fase τω (derecha) versus distancia
adimensional ax para las soluciones exacta y aproximada.
En la siguiente seccio´n, la solucio´n anal´ıtica exacta que hemos presentado sera´ uti-
lizada para estimar la conductividad hidra´ulica en un acu´ıfero costero donde se dispone
de datos reales.
6.6 Estimacio´n de la conductividad hidra´ulica mediante el me´todo de marea
inducida
El me´todo de marea inducida tiene por objeto la determinacio´n de los para´metros
hidra´ulicos a partir del ana´lisis de la respuesta del acu´ıfero a las fluctuaciones perio´dicas
inducidas por la marea. Esta respuesta se traduce en cambios espacio-temporales de
amplitud y fase en las fluctuaciones de altura piezome´trica que pueden ser registrados
en pozos cercanos a la l´ınea de costa. Los para´metros hidra´ulicos se estiman mediante el
ajuste de la respuesta de un modelo teo´rico a los datos de amplitud y fase. El modelo ma´s
utilizado en aplicaciones pra´cticas es el de Jacob [44] debido a su simplicidad (ecuacio´n
(6.24)). Como hemos visto, el coeficiente de amplitud c(x) y el retraso temporal τ(x)
correspondientes a este modelo son expresiones anal´ıticas simples, funcio´n de la distancia
a la l´ınea de costa y del coeficiente de propagacio´n de marea a (ver ecuaciones (6.25) y
(6.26)). El ajuste de las expresiones de c(x) y τ(x) a los datos observados provee dos
metodolog´ıas de ca´lculo diferentes denominadas de amplitud y de fase, respectivamente.
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Estas metodolog´ıas permiten estimar el cocienteD = K/Ss, denominado comu´nmente di-
fusividad hidra´ulica [7]. Para obtener el valor de la conductividad hidra´ulica es necesario
contar adema´s con un valor del almacenamiento espec´ıfico del acu´ıfero Ss.
Las ecuaciones (6.46) y (6.47) que se han presentado en la seccio´n 6.4 pueden utilizarse
como un modelo alternativo al de Jacob en el caso de existir variaciones mono´tonas en
la conductividad hidra´ulica, como en el caso de acu´ıferos aluviales. El ajuste de estas
expresiones permitira´ validar o refutar la hipo´tesis del aumento de la conductividad
hidra´ulica con la distancia a la l´ınea de costa. En la seccio´n siguiente se presentan los
resultados obtenidos en un caso real a partir del ajuste de los para´metros K0 y b.
6.6.1 Resultados
Los datos utilizados para realizar el ajuste fueron publicados por Schultz y Ruppel [93].
Los mismos corresponden a mediciones de altura piezome´trica inducida por marea (de
componente mayoritariamente semidiurna) en un estuario de la Isla de Sapelo, Georgia,
EEUU. Las mediciones se realizaron en 8 pozos alineados en forma perpendicular a la l´ınea
de costa, cubriendo una distancia total de unos 60 m. El almacenamiento espec´ıfico Ss
del acu´ıfero fue estimado en Ss = 0.016 m
−1 [93]. En el mencionado trabajo se realizan
estimaciones de conductividad hidra´ulica mediante el me´todo de marea utilizando el
modelo de Jacob [44]. Para cada uno de los 8 pozos los autores estiman la conductividad
hidra´ulica a partir de los valores del coeficiente de amplitud y el desfasaje temporal entre
la sen˜al de marea registrada sobre la l´ınea de costa y la registrada en el pozo. Los
resultados que los autores obtienen mediante la utilizacio´n de los me´todos de amplitud
y de fase discrepan ampliamente. Esto se debe principalmente a la alta heterogeneidad
de la condutividad hidra´ulica presente en la zona.
En la Fig. 6.10 se muestra el resultado del ajuste del modelo propuesto de conduc-
tividad lineal y el modelo homoge´neo de Jacob a los datos de amplitud (a) y fase (b),
expresados en te´rminos del coeficiente de amplitud c y del retraso temporal τ , respec-
tivamente. Para ambos modelos el ajuste se realizo´ mediante un me´todo de bu´squeda
exhaustiva, explorando todo el espacio de para´metros posibles. En la Tabla 6.1 se listan
los valores obtenidos para los para´metros del modelo lineal (K0 y b) y el homoge´neo (K).
Como puede observarse en la Fig. 6.10, el modelo de conductividad lineal predice sa-
tisfactoriamente los valores de c y τ observados en todo el rango de distancias a la l´ınea
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Figura 6.10: Ajustes obtenidos para (a) c(x) y (b) τ(x). La l´ınea continua corresponde al
modelo lineal, la l´ınea de trazos al modelo homoge´neo y los puntos a los datos de Schultz
y Ruppel [93].
Modelo lineal Modelo homoge´neo
K0 [m/s] b [m
−1] K [m/s]
Amplitud 1.1× 10−6 49.82 1.37× 10−5
Fase 1.93× 10−6 119.7 1.58× 10−3
Tabla 6.1: Para´metros ajustados mediante los me´todos de amplitud y de fase.
de costa, siendo la discrepancia entre las estimaciones obtenidas por ambos me´todos rela-
tivamente pequen˜a, en particular para K0 (ver Tabla 6.1). Por su parte, las estimaciones
obtenidas mediante el ajuste del modelo homoge´neo discrepan en 2 o´rdenes de magnitud
(ver Tabla 6.1) y como puede observarse en la Fig. 6.10 el ajuste dista mucho de ser
satisfactorio. Estos resultados muestran la validez del modelo lineal para representar las
fluctuaciones observadas, tanto en el dominio de la amplitud como en el de la fase. A
pesar de tratarse de un modelo sencillo de variacio´n de K con la distancia, los resultados
obtenidos contribuyen a mejorar conceptualmente el modelo hidrolo´gico regional. En este
sentido resulta importante destacar que la determinacio´n de los para´metros hidra´ulicos
a escala de campo es tan o ma´s dif´ıcil que la determinacio´n que se realiza a escala de
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laboratorio.
Por u´tlimo, cabe sen˜alar que los valores de b/a calculados a partir de los ajustes
obtenidos con ambos me´todos no satisfacen la relacio´n (6.54) (b/a = 49.32 para el me´todo
de amplitud y b/a = 157.5 para el me´todo de fase). Por esta razo´n, la solucio´n anal´ıtica
aproximada no es aplicable en este caso particular.
6.7 Conclusiones
En este Cap´ıtulo se han analizado las fluctuaciones de altura piezome´trica inducidas
por marea en un acu´ıfero costero confinado cuya conductividad hidra´ulica aumenta li-
nealmente con la distancia a la costa. A partir de un modelo matema´tico que describe la
interaccio´n hidra´ulica entre el mar y el acu´ıfero, se derivo´ una solucio´n anal´ıtica exacta
que predice las fluctuaciones de altura hidra´ulica en te´rminos de una funcio´n de Han-
kel. Para valores pequen˜os de la tasa de aumento de conductividad hidra´ulica se obtuvo
una solucio´n anal´ıtica aproximada, cuya expresio´n matema´tica es simple. En te´rminos
generales, se puede concluir que la existencia de una variacio´n lineal de K produce los
siguientes efectos: (1) disminucio´n de amplitud para distancias menores que la distan-
cia caracter´ıstica a−1, (2) aumento de la amplitud para grandes distancias (x > a−1) y
(3) transmicio´n ma´s ra´pida del efecto de marea, determinada por una curva de retraso
temporal que puede aproximarse con una funcio´n de tipo ra´ız cuadrada. Mediante ejem-
plos teo´ricos hipote´ticos se mostro´ que la influencia de las variaciones de conductividad
hidra´ulica puede ser significativa y debe ser tenida en cuenta en el estudio de aquellos
acu´ıferos costeros en los que la conductividad hidra´ulica aumenta con la distancia a la
l´ınea de costa. Finalmente, la solucio´n anal´ıtica exacta fue utilizada para estimar la
conductividad hidra´ulica en un caso real. A diferencia de las estimaciones realizadas me-
diante la utilizacio´n de la fo´rmula cla´sica de Jacob, los valores de conductividad hidra´ulica
obtenidos utilizando el modelo lineal son consistentes tanto con los datos de amplitud
como con los de fase, mostrando la validez del modelo teo´rico propuesto.
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Cap´ıtulo 7
Conclusiones
En este Cap´ıtulo se resumen los resultados ma´s relevantes del trabajo de Tesis, resaltando
aquellos que constituyen aportes originales a los temas abordados.
Con el fin de caracterizar el flujo en medios porosos heteroge´neos, se implemento´
una te´cnica nume´rica para el ca´lculo de las relaciones constitutivas en medios porosos
bidimensionales y tridimensionales. Esta te´cnica se basa en la simulacio´n del flujo no
saturado en estado estacionario bajo condiciones similares a las que suelen someterse
las muestras de roca en experimentos de laboratorio. Para simular el flujo bajo estas
condiciones se establecio´ un problema con condiciones de contorno basado en la ecuacio´n
de Richards, que fue resuelto utilizando un me´todo mixto de elementos finitos. Este
me´todo posee la ventaja de aproximar con igual precisio´n los campos de altura de presio´n
y de flujo, garantizando adema´s la conservacio´n local de la masa.
La te´cnica nume´rica propuesta fue utilizada para caracterizar el flujo no saturado en
muestras sinte´ticas de roca fracturada y calcular las correspondientes curvas de conduc-
tividad hidra´ulica relativa y de saturacio´n efectiva. La obtencio´n de estas curvas posee
importancia ya que su medicio´n presenta numerosas limitaciones pra´cticas y los datos
experimentales son pra´cticamente inexistentes.
La te´cnica propuesta fue aplicada al ca´lculo de la permeabilidad efectiva en rocas
bidimensionales con heterogeneidades de tipo fractal. Esta aplicacio´n particular demostro´
la utilidad e importancia de la te´cnica en el estudio de las propiedades s´ısmicas de medios
porosos heteroge´neos y permitio´ verificar que en el l´ımite de bajas frecuencias la permea-
bilidad s´ısmica coincide con la permeabilidad hidra´ulica efectiva. Por u´ltimo se realizo´ un
ana´lisis comparativo entre las conductividades hidra´ulicas efectivas estimadas mediante
experimentos bidimensionales y tridimensionales en rocas con heterogeneidades de tipo
lognormal. Este ana´lisis permitio´ cuantificar el error que se comete al aproximar un
medio tridimensional por uno bidimensional.
La caracterizacio´n hidra´ulica de rocas fracturadas tambie´n fue abordada mediante
modelos anal´ıticos. Utilizando conceptos de geometr´ıa fractal para representar la red de
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fracturas, se derivo´ un modelo constitutivo anal´ıtico va´lido para la caracterizacio´n del
flujo bifa´sico inmiscible en rocas fracturadas. El modelo obtenido consiste en expresiones
anal´ıticas cerradas para las curvas de saturacio´n efectiva y de permeabilidad relativa
de ambas fases. Estas expresiones dependen de cinco para´metros independientes que
tienen significado geome´trico y f´ısico. Esta caracter´ıstica constituye uno de los rasgos
ma´s atractivos del modelo, puesto que permite evaluar las propiedades hidra´ulicas de la
roca en te´rminos de las propiedades de la red de fracturas. Las curva de permeabilidad
relativa del agua fue comparada con valores obtenidos mediante simulacio´n nume´rica,
mientras que la curva de permeabilidad del aire fue comparada con datos experimentales
de rocas cristalinas medidos en Grimsel Test Site (Suiza). En ambos casos se encontraron
muy buenos ajustes para el rango completo de saturacio´n efectiva y sobre varios o´rdenes
de magnitud de las permeabilidades del agua y del aire. Por otra parte, utilizando las
curvas de saturacio´n efectiva y de permeabilidad relativa de agua bajo la hipo´tesis de
Richards se obtuvo un modelo constitutivo va´lido para la descripcio´n del flujo no saturado
de agua. Este modelo fue validado mediante su comparacio´n con el modelo cla´sico de
Burdine, encontra´ndose que bajo ciertas hipo´tesis ambos modelos son equivalentes. Por
u´ltimo el modelo fue contrastado con las relaciones constitutivas simuladas en rocas
fracturadas bidimensionales y tridimensionales, logra´ndose una muy buena representacio´n
de los valores simulados.
A escala de campo se estudiaron los efectos producidos por la presencia de hetero-
geneidades de la conductividad hidra´ulica sobre el flujo inducido por marea en acu´ıferos
costeros confinados. Asumiendo que la conductividad hidra´ulica aumenta linealmente
con la distancia a la costa, se derivo´ una solucio´n anal´ıtica exacta que permite predecir
las fluctuaciones de altura piezome´trica observables en pozos costeros. Esta solucio´n se
expresa en te´rminos de una funcio´n de Hankel. Para valores pequen˜os de la tasa de
aumento de la conductividad hidra´ulica se obtuvo adema´s una solucio´n anal´ıtica aproxi-
mada. Esta solucio´n posee una expresio´n matema´tica simple, lo cual constituye una
ventaja respecto a la solucio´n exacta, puesto que permite interpretar de manera sencilla
el efecto de la heterogeneidad sobre la amplitud y la fase de las fluctuaciones de altura
piezome´trica. El ana´lisis del efecto de la heterogeneidad lineal sobre las fluctuaciones de
altura piezome´trica fue realizado mediante ejemplos hipote´ticos, comparando las curvas
del coeficiente de amplitud y del retraso de fase con las correspondientes al caso ho-
moge´neo. El ana´lisis permitio´ concluir que la presencia de la heterogeneidad produce
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una disminucio´n de amplitud para distancias menores a una distancia caracter´ıstica, y
un aumento de amplitud para distancias mayores. Para todo el rango de distancias se
observa adema´s una disminucio´n del retraso de fase, cuya dependencia con la distancia
puede aproximarse con una funcio´n de tipo ra´ız cuadrada, resultando en una mayor ve-
locidad de transmisio´n del efecto de marea. Los efectos observados en la amplitud y la
fase se acentu´an con el aumento de la tasa de incremento de la conductividad hidra´ulica,
lo cual permite concluir que la influencia de la heterogeneidad puede ser significativa y
debe ser tenida en cuenta en el estudio de aquellos acu´ıferos de origen aluvial donde este
tipo de heterogeneidad suele estar presente. Finalmente, la solucio´n anal´ıtica exacta fue
utilizada para estimar la conductividad hidra´ulica en un caso real mediante el me´todo
de marea inducida. A diferencia de las estimaciones realizadas mediante la utilizacio´n de
la fo´rmula cla´sica de Jacob, los valores de conductividad hidra´ulica obtenidos utilizando
el modelo lineal son consistentes tanto con los datos de amplitud como con los de fase,
mostrando la validez del modelo teo´rico propuesto.
En s´ıntesis, en el presente trabajo de Tesis se han desarrollado herramientas nume´ricas
y se han derivado nuevas soluciones anal´ıticas que permiten una mejor descripcio´n del
flujo en medios porosos heteroge´neos a escala de laboratorio y de campo. Los resultados
han sido publicados en revistas de la especialidad y conforman una base teo´rica so´lida
para la realizacio´n de distintos trabajos a futuro.
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Ape´ndice A
Resolucio´n nume´rica del experimento 3D
En este Ape´ndice se establece el problema diferencial para modelar el flujo estacionario de
agua en un medio poroso parcialmente saturado en las condiciones del experimento des-
crito en la seccio´n (2.5.2). Se presenta el me´todo utilizado para la discretizacio´n espacial y
la implementacio´n del algoritmo en un dominio tridimensional. La discretizacio´n espacial
se realiza empleando un me´todo mixto de elementos finitos que permite aproximar en
forma simulta´nea tanto la altura de presio´n h como el flujo de agua q.
A.1 Planteo matema´tico del experimento
Para describir matema´ticamente el problema consideremos una muestra tridimensional
con forma de prisma rectangular que ocupa el dominio Ω = [0, Lx] × [0, Ly] × [0, Lz]
con frontera Γ = ΓL ∪ ΓR ∪ ΓF ∪ ΓB ∪ ΓD ∪ ΓU como se ilustra en la Fig. A.1. Los
y
x
z
Γ R
Γ L
Ω
Γ D
Γ U
Γ F
Γ B
Figura A.1: Dominio de simulacio´n.
supra´ındices indican el nombre de la cara segu´n su ubicacio´n respecto a los ejes coorde-
nados 1. El problema diferencial que gobierna el flujo no saturado bajo las condiciones
1del ingle´s Left (izquierda), Right (derecha), Front (adelante), Back (atra´s), Down (abajo), Up
(arriba).
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del experimento descrito en la seccio´n (2.5.2) puede plantearse del siguiente modo: Hallar
(h,q) : Ω× Ω→ R× R3 tal que:
∇.q = 0, (x, y, z) ∈ Ω, (A.1)
q = −K(h)∇ (h+ z) , (x, y, z) ∈ Ω, (A.2)
h = hD, (x, y, z) ∈ ΓD, (A.3)
h = hU , (x, y, z) ∈ ΓU , (A.4)
q.ν = 0, (x, y, z) ∈ ΓL ∪ ΓR ∪ ΓF ∪ ΓB, (A.5)
donde ν es el versor normal externo a la cara considerada. Dado que h interviene en
forma no lineal, se procede a linealizar el problema mediante un me´todo iterativo de
Picard [21]. El esquema iterativo se define del siguiente modo:
∇.qi+1 = 0, (x, y, z) ∈ Ω, (A.6)
qi+1 = −K(hi)∇ (hi+1 + z) , (x, y, z) ∈ Ω, (A.7)
hi+1 = hD, (x, y, z) ∈ ΓD, (A.8)
hi+1 = hU , (x, y, z) ∈ ΓU , (A.9)
qi+1.ν = 0, (x, y, z) ∈ ΓL ∪ ΓR ∪ ΓF ∪ ΓB. (A.10)
donde el supra´ındice i indica el nivel de iteracio´n. Notar que para implementar el me´todo
es preciso establecer un valor inicial de iteracio´n h0. Luego el problema (A.6)-(A.10) se
resuelve en forma iterativa hasta alcanzar la convergencia. En la seccio´n siguiente se
planteara´ la formulacio´n mixta de´bil del problema (A.6)-(A.10).
A.2 Formulacio´n mixta de´bil
Los espacios de funciones que se utilizara´n en la formulacio´n mixta de´bil son los siguientes:
V = H(div,Ω) = {v ∈ [L2(Ω)]3 :∇.v ∈ L2(Ω)} (A.11)
V0 = {v ∈ V : v.ν = 0, (x, y, z) ∈ ΓL ∪ ΓR ∪ ΓF ∪ ΓB} (A.12)
W = L2(Ω) (A.13)
donde el espacio de funciones vectoriales V sera´ utilizado para aproximar q y el espacio
de funciones escalares W para aproximar h.
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Para obtener la forma de´bil se multiplican las ecuaciones (A.6) y (A.7) por las fun-
ciones de prueba ψ ∈ W y v ∈ V0 respectivamente, para luego integrar las expresiones
resultantes sobre el dominio completo Ω. De esta manera, la formulacio´n mixta de´bil del
problema (A.6)-(A.10) se plantea del siguiente modo: Hallar (hi+1,qi+1) ∈ W × V tal
que: (
∇.qi+1, ψ
)
Ω
= 0, ψ ∈W, (A.14)
(
qi+1
K(hi)
,v
)
Ω
− (hi+1 + z,∇.v)
Ω
+
〈
hD,v.ν
〉
ΓD
+
〈
hU + Lz,v.ν
〉
ΓU
= 0, v ∈ V0. (A.15)
El siguiente paso para resolver el sistema (A.14) -(A.15) sera´ definir un esquema de
elementos finitos mixtos.
A.3 Me´todo mixto de elementos finitos
Consideremos una particio´n regular no solapada de Ω en subdominios con forma de
prisma rectangular Ωj,k,l tal que:
Ω =
Nx,Ny ,Nz⋃
j=1,k=1,l=1
Ωj,k,l con Ωj,k,l = [xj, xj+1]× [yk, yk+1]× [zl, zl+1] , (A.16)
donde Nx, Ny y Nz representan el nu´mero de subdominios en las direcciones x, y y z,
respectivamente.
En la Fig. A.2 se muestra un elemento gene´rico Ωj,k,l de la particio´n, cuyo borde es
Γj,k,l = Γ
1
j,k,l ∪ Γ1j+1,k,l ∪ Γ2j,k,l ∪ Γ2j,k+1,l ∪ Γ3j,k,l ∪ Γ3j,k,l+1. Notar que se han utilizado los
supra´ındices 1, 2 y 3 para diferenciar entre las caras normales a los tres ejes coordenados
x, y y z, respectivamente.
Para realizar la formulacio´n h´ıbrida del problema (ver Cap´ıtulo 3) se definen los
siguientes espacios de elementos finitos de Raviart-Thomas-Nedelec de ı´ndice m [83, 76]:
Λm =
{
λs : λs|Γs
j,k,l
= λsj,k,l ∈ Pm(Γsj,k,l), s = 1, 2, 3
}
, (A.17)
V m−1 =
{
v ∈ [L2(Ω)]3 : v|Ωj,k,l∈ Rm} , (A.18)
V m0,−1 = {v ∈ V m−1 : v.ν = 0 (x, y, z) ∈ ΓD ∪ ΓU}, (A.19)
Wm =
{
ψ ∈ L2(Ω) : ψ|Ωj,k,l∈ Pm
}
, (A.20)
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Figura A.2: Elemento Ωj,k,l de la particio´n de elementos finitos.
donde Rm = Pm+1,m,m × Pm,m+1,n × Pm,m,n+1 siendo Pl,m,n polinomios definidos sobre
Ωj,k,l de grado no mayor que l, m y n en las variables x, y y z, respectivamente. El
espacio Λm representa un espacio de multiplicadores de Lagrange cuyos elementos λsj,k,l
(s = 1, 2, 3) esta´n asociados al valor de altura hidra´ulica (λsj,k,l ∼ h + z) en los bordes
interiores Γsj,k,l.
El procedimiento mixto h´ıbrido de elementos finitos se establece del siguiente modo:
Dados (hi,qi, λi) ∈ Wm × V m0,−1 × Λm, hallar (hi+1,qi+1, λi+1) ∈ Wm × V m0,−1 × Λm tal
que:
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
(
∇.qi+1, ψ
)
Ωj,k,l
= 0, ψ ∈ Wm, (A.21)
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
(
qi+1
K(hi)
,v
)
Ωj,k
−
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
(
hi+1 + z,∇.v
)
Ωj,k,l
+
〈
hD,v.ν
〉
ΓD
+
〈
hU + Lz,v.ν
〉
ΓU
+
Nx,Ny ,Nz∑
j=2,k=1,l=1
〈
λ1,i+1j,k,l ,v.ν
〉
Γ1
j,k,l
+
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=2,l=1
〈
λ2,i+1j,k,l ,v.ν
〉
Γ2
j,k,l
+
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=2
〈
λ3,i+1j,k,l ,v.ν
〉
Γ3
j,k,l
= 0, v ∈ V m0,−1, (A.22)
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Nx,Ny ,Nz∑
j=2,k=1,l=1
〈
µ,qi+1.ν
〉
Γ1
j,k,l
+
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=2,l=1
〈
µ,qi+1.ν
〉
Γ2
j,k,l
+
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=2
〈
µ,qi+1.ν
〉
Γ3
j,k,l
= 0, µ ∈ Λm (A.23)
La continuidad de las componentes normales del flujo a trave´s de los bordes internos se
ha impuesto mediante la ecuacio´n (A.23).
A.4 Implementacio´n nume´rica
Para la implementacio´n nume´rica se utilizaron los espacios de Raviart-Thomas-Nedelec
de orden cero (RTN0):
V j,k,l−1 = span
{
vLj,k,l,v
R
j,k,l,v
F
j,k,l,v
B
j,k,l,v
D
j,k,l,v
U
j,k,l
}
(A.24)
W j,k,l = span {ψj,k,l} (A.25)
donde
vLj,k,l(x, y, z) =


(
−1 + x−xj
∆xj
, 0, 0
)
(x, y, z) ∈ Ωj,k,l
0 (x, y, z) /∈ Ωj,k,l
(A.26)
vRj,k,l(x, y, z) =


(
x−xj
∆xj
, 0, 0
)
(x, y, z) ∈ Ωj,k,l
0 (x, y, z) /∈ Ωj,k,l
(A.27)
vFj,k,l(x, y, z) =


(
0,−1 + y−yk
∆yk
, 0
)
(x, y, z) ∈ Ωj,k,l
0 (x, y, z) /∈ Ωj,k,l
(A.28)
vBj,k,l(x, y, z) =


(
0, y−yk
∆yk
, 0
)
(x, y, z) ∈ Ωj,k,l
0 (x, y, z) /∈ Ωj,k,l
(A.29)
vDj,k,l(x, y, z) =


(
0, 0,−1 + z−zl
∆zl
)
(x, y, z) ∈ Ωj,k,l
0 (x, y, z) /∈ Ωj,k,l
(A.30)
vUj,k,l(x, y, z) =


(
0, 0, z−zl
∆zl
)
(x, y, z) ∈ Ωj,k,l
0 (x, y, z) /∈ Ωj,k,l
(A.31)
ψj,k,l(x, y, z) =

 1 (x, y, z) ∈ Ωj,k,l0 (x, y, z) /∈ Ωj,k,l (A.32)
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siendo ∆xj = xj+1 − xj, ∆yk = yk+1 − yk y ∆zl = zl+1 − zl.
La solucio´n de (A.21)-(A.23) en cualquier punto del dominio se expresa como:
hi+1(x, y, z) =
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
hi+1j,k,lψj,k,l(x, y, z), (A.33)
qi+1(x, y, z) =
Nx,Ny ,Nz∑
j=1,k=1,l=1
[
qL,i+1j,k,l v
L
j,k,l(x, y, z) + q
R,i+1
j,k,l v
R
j,k,l(x, y, z)
+ qF,i+1j,k,l v
F
j,k,l(x, y, z) + q
B,i+1
j,k,l v
B
j,k,l(x, y, z)
+ qD,i+1j,k,l v
D
j,k,l(x, y, z) + q
U,i+1
j,k,l v
U
j,k,l(x, y, z)
]
, (A.34)
donde hi+1j,k,l se asocia al punto medio del elemento Ωj,k,l y los flujos normales q
S,i+1
j,k,l (S =
L,R, F,B,D,U) al punto medio de la cara respectiva sen˜alada por su supra´ındice. Como
ya se ha mencionado, los valores de λsj,k,l esta´n asociados a los de h+ z sobre los bordes
internos del elemento.
Seleccionando v = vL,vR,vF ,vB,vD y vU en (A.22) y utilizando una regla trape-
zoidal para calcular el primer te´rmino de esta ecuacio´n, obtenemos las siguientes expre-
siones para qL,i+1j,k,l , q
R,i+1
j,k,l , q
F,i+1
j,k,l , q
B,i+1
j,k,l , q
D,i+1
j,k,l y q
U,i+1
j,k,l :
qL,i+1j,k,l =


2KL,i
j,k,l
∆xj
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− λ1,i+1j,k,l
]
j = 2, ..., Nx
0 j = 1,
(A.35)
qR,i+1j,k,l =


2KR,i
j,k,l
∆xj
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− λ1,i+1j+1,k,l
]
j = 1, ..., Nx − 1
0 j = Nx,
(A.36)
qF,i+1j,k,l =


2KF,i
j,k,l
∆yk
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− λ2,i+1j,k,l
]
k = 2, ..., Ny
0 k = 1,
(A.37)
qB,i+1j,k,l =


2KB,i
j,k,l
∆yk
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− λ2,i+1j,k+1,l
]
k = 1, ..., Ny − 1
0 k = Ny,
(A.38)
qD,i+1j,k,l =


2KD,i
j,k,l
∆zl
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− λ3,i+1j,k,l
]
l = 2, ..., Nz
2KD,i
j,k,l
∆zl
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− hD − zl
]
l = 1,
(A.39)
qU,i+1j,k,l =


2KU,i
j,k,l
∆zl
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− λ3,i+1j,k,l+1
]
l = 1, ..., Nz − 1
2KU,i
j,k,l
∆zl
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)− hU − zl+1
]
l = Nz,
(A.40)
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siendo
KL,ij,k,l = K
(
λ1,ij,k,l −
(zl + zl+1)
2
)
, KR,ij,k,l = K
(
λ1,ij+1,k,l −
(zl + zl+1)
2
)
,
KF,ij,k,l = K
(
λ2,ij,k,l −
(zl + zl+1)
2
)
, KB,ij,k,l = K
(
λ2,ij,k+1,l −
(zl + zl+1)
2
)
,
KD,ij,k,l = K
(
λ3,ij,k,l − zl
)
, KU,ij,k,l = K
(
λ3,ij,k,l+1 − zl+1
)
.
(A.41)
Notar que para evaluar K(h) en los bordes se han utilizado los multiplicadores de La-
grange.
La ecuacio´n (A.23) equivale a:
qL,i+1j,k,l + q
R,i+1
j−1,k,l = 0 j = 2, ..., Nx, k = 1, ..., Ny, l = 1, ..., Nz, (A.42)
qF,i+1j,k,l + q
B,i+1
j,k−1,l = 0 j = 1, ..., Nx, k = 2, ..., Ny, l = 1, ..., Nz, (A.43)
qD,i+1j,k,l + q
U,i+1
j,k,l−1 = 0 j = 1, ..., Nx, k = 1, ..., Ny, l = 2, ..., Nz. (A.44)
Reemplazando (A.35)-(A.40) en (A.42)-(A.44) se obtienen las siguientes expresiones para
los multiplicadores de Lagrange λs,i+1j,k,l en te´rminos de la altura de presio´n h
i+1
j,k,l:
λ1,i+1j,k,l =
KL,ij,k,l∆xj−1
∆xj−1K
L,i
j,k,l +∆xjK
R,i
j−1,k,l
hi+1j,k,l
+
KR,ij−1,k,lhxj
∆xj−1K
L,i
j,k,l +∆xjK
R,i
j−1,k,l
hi+1j−1,k,l +
1
2
(zk+1 + zk) ,
j = 2, ..., Nx, k = 1, ..., Ny, l = 1, ..., Nz,
(A.45)
λ2,i+1j,k,l =
KF,ij,k,l∆yk−1
∆yk−1K
F,i
j,k,l +∆ykK
B,i
j,k−1,l
hi+1j,k,l
+
KB,ij,k−1,lhyk
hyk−1K
F,i
j,k,l +∆ykK
B,i
j,k−1,l
hi+1j,k−1,l +
1
2
(zk+1 + zk) ,
j = 1, ..., Nx, k = 2, ..., Ny, l = 1, ..., Nz,
(A.46)
λ3,i+1j,k,l =
KD,ij,k,l∆zl−1
∆zl−1K
D,i
j,k,l +∆zlK
U,i
j,k,l−1
[
hi+1j,k,l +
1
2
(zl + zl+1)
]
+
KU,ij,k,l−1∆zl
∆zl−1K
D,i
j,k,l +∆zlK
U,i
j,k,l−1
[
hi+1j,k,l−1 +
1
2
(zl−1 + zl)
]
,
j = 1, ..., Nx, k = 1, ..., Ny, l = 2, ..., Nz.
(A.47)
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Tomando ψj,k,l(x, y, z) en (A.21) se obtiene:
qL,i+1j,k,l + q
R,i+1
j,k,l
∆xj
+
qF,i+1j,k,l + q
B,i+1
j,k,l
∆yk
+
qD,i+1j,k,l + q
U,i+1
j,k,l
∆zl
= 0. (A.48)
Finalmente, reemplazando (A.35)-(A.40) y (A.45)-(A.47) en (A.48) se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:
Lij,k,lh
i+1
j−1,k,l + F
i
j,k,lh
i+1
j,k−1,l +D
i
j,k,lh
i+1
j,k,l−1 + C
i
j,k,lh
i+1
j,k,l+
Rij,k,lh
i+1
j+1,k,l +B
i
j,k,lh
i+1
j,k+1,l + U
i
j,k,lh
i+1
j,k,l+1 = RHS
i
j,k,l.
(A.49)
siendo
Lij,k,l = − [1− δ1,j]
AL,ij,k,l
∆xj
, Rij,k,l = − [1− δNx,j]
AR,ij,k,l
∆xj
F ij,k,l = − [1− δ1,k]
AF,ij,k,l
∆yk
, Bij,k,l = −
[
1− δNy ,k
] AB,ij,k,l
∆yk
,
Dij,k,l = − [1− δ1,l]
AD,ij,k,l
∆zl
, U ij,k,l = − [1− δNz ,l]
AU,ij,k,l
∆zl
,
(A.50)
Cij,k,l = [1− δ1,j]
AL,ij,k,l
∆xj
+ [1− δ1,k]
AF,ij,k,l
∆yk
+ [1− δ1,l]
AD,ij,k,l
∆zl
+ [1− δNx,j]
AR,ij,k,l
∆xj
+
[
1− δNy ,k
] AB,ij,k,l
∆yk
+ [1− δNz ,l]
AU,ij,k,l
∆zl
+
2KD,ij,k,l
∆z2l
δ1,l +
2KU,ij,k,l
∆z2l
δNz ,l
(A.51)
RHSij,k,l =δ1,l
2KD,ij,k,l(h
D −∆zl)
∆z2l
+ δNz ,l
2KU,ij,k,l(h
U +∆zl)
∆z2l
−[1− δ1,l]
AD,ij,k,l
∆zl
(zl+1 − zl−1)
2
+ [1− δNz ,l]
AU,ij,k,l
∆zl
(zl+2 − zl)
2
(A.52)
donde:
AL,ij,k,l =
2KL,ij,k,lK
R,i
j−1,k,l
∆xj−1K
L,i
j,k,l +∆xjK
R,i
j−1,k,l
, AR,ij,k,l =
2KL,ij+1,k,lK
R,i
j,k,l
∆xjK
L,i
j+1,k,l +∆xj+1K
R,i
j,k,l
,
AF,ij,k,l =
2KF,ij,k,lK
B,i
j,k−1,l
∆yk−1K
F,i
j,k,l +∆ykK
B,i
j,k−1,l
, AB,ij,k,l =
2KF,ij,k+1,lK
B,i
j,k,l
∆ykK
L,i
j,k+1,l +∆yk+1K
B,i
j,k,l
,
AD,ij,k,l =
2KD,ij,k,lK
U,i
j,k,l−1
∆zl−1K
D,i
j,k,l +∆zlK
U,i
j,k,l−1
, AU,ij,k,l =
2KD,ij,k,l+1K
U,i
j,k,l
∆zlK
D,i
j,k,l+1 +∆zl+1K
U,i
j,k,l
,
(A.53)
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y δj,k es la Delta de Kronecker:
δj,k =

 1, j = k0, j 6= k. (A.54)
A.5 Esquema general de la simulacio´n
El co´digo computacional para resolver el sistema de ecuaciones resultante fue desarrollado
en lenguaje Fortran. La estructura del algoritmo puede resumirse en los siguientes pasos:
1. Se asigna un valor inicial para el proceso iterativo de Picard considerando la siguien-
te expresio´n para h0(x, y, z):
h0(x, y, z) =
(
hU − hD
Lz
)
z + hD. (A.55)
2. Se resuelve el sistema (A.49) y se obtiene hi+1j,k,l.
3. Se evalu´a el mo´dulo de la diferencia δhi+1j,k,l = h
i+1
j,k,l − hij,k,l sobre todo el dominio. Si
la norma de δhi+1j,k,l es menor que cierta tolerancia prefijada, la iteracio´n concluye y
hi+1j,k,l es la solucio´n nume´rica deseada. De lo contrario, se vuelve al paso 2 definiendo
hij,k,l = h
i+1
j,k,l.
4. Se calculan los valores del campo de flujo qS,i+1j,k,l (S = L,R, F,B,D,U) utilizando
(A.35)-(A.40).
El sistema de ecuaciones del paso 2 se resuelve utilizando un me´todo de sobrerrela-
jacio´n por l´ıneas (Me´todo LSOR [79]).
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